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Motivation

Was Renormierung leisten muss...

MOTIVATION

‘WAS RENORMIERUNG LEISTEN MUSS...

Die Feynmanregeln ¢ angewandt auf ein Feynmandiagramm I
ergeben einen unter Umstanden divergenten Beitrag ¢r zur
Ubergangsamplitude.

¢r lasst sich in Laurentreihen in einem bestimmten
Regularisierungsparameter entwickeln.

o Die Menge V dieser Beitrage tragt damit eine Ringstruktur.
e R: V — V, Renormierungsabbildung, erhilt Singularitaten.

Wir wollen etwas endliches bekommen:

¢t = or — R(¢r) richtig, aber nur fiir primitive Graphen
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Von den Graphen zu den Bdumen
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Feynmangraphen und Wurzelbdume
Von den Graphen zu den Baumen

FEYNMANGRAPHEN UND WURZELBAUME

VON DEN GRAPHEN ZU DEN BAUMEN

DEFINITIONEN (NACH [KRE(2])

o Ein Primitiver Graph ist ein Feynmangraph, der keine
Subdivergenzen enthilt.

o Ein Wurzelbaum (rooted tree) ist eine Menge t von
orientierten Seiten und Vertices mit folgenden Eigenschaften:

o zusammenhéngend (“aus einem Stiick”)

o einfach zusammenhingend (“keine L&cher”)

o es gibt genau einen Vertex, der keine einlaufende Seite besitzt,
die Wurzel
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Wiederholung
Multiplikation und Eins
Die Hopfalgebra der Wurzelbdume Schnitte von Wurzelbaumen
Komultiplikation und Koeins
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Wiederholung
Multiplikation und Eins

Die Hopfalgebra der Wurzelbaume Schnitte von Wurzelbdumen
Komultiplikation und Koeins
Antipode

DiE HOPFALGEBRA Hr DER WURZELBAUME

WIEDERHOLUNG

DEFINITION (HOPFALGEBRA - WIEDERHOLUNG)
Eine Hopfalgebra (H, m, E, /\,€,S) iiber einem Korper K ist eine
Bialgebra mit Antipode, d.h
e (H, m, E) ist eine Algebra mit assoziativer Multiplikation
m:H®H — Hund Eins E: K — H
e Komultiplikation A : H — H ® H und Koeins € : H — K sind
Algebra-Homomorphismen.

o Die Antipode S : H — H ist die Inverse der Identitdt idy in
der unitdren Algebra der Endomorphismen

(End (H) ,*, E o €):

Sxidy =idyxS=Eoe.
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MULTIPLIKATION UND EINS

e Multiplikation m : Hr ® Hr — Hg:

Zt@t'HZtt' ;:Ztut'

@ Das neutrale Element dieser Verkniipfung ist offensichtlich die
leere Menge

Ly, =10 ; tlh, = Lyt =t Vt e Hg
die Einsabbildung E : K — Hg ist demnach:

a— E(a) = aly,

= Hg ist kommutative Algebra mit Eins'
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SCHNITTE VON WURZELBAUMEN

DEFINITION (SCHNITT)

Ein Schnitt C : Hr — Hg ist eine Operation, die einem
Wurzelbaum t ein Produkt C (t) von disjunkten Teilbdumen
zuordnet. Wir bezeichnen mit

o RC (t): den Teilbaum in C(t), der die Wurzel von t enthilt.

o PC(t) = C(t)\RC (t) "den Rest” - die Menge der Teilbiume,
die nicht die Wurzel von t enthalten.

DEFINITION (ERLAUBTER SCHNITT - ADMISSIBLE CUT)

Ein Schnitt C : Hr — Hg heiBt erlaubter Schnitt, wenn er nicht
leer ist, und wenn durch C jeder Pfad von jedem beliebigen Vertex
zur Wurzel hochstens ein mal geschnitten wird.
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BEISPIEL FUR SCHNITTE

“nicht erlaubt”

NGCIRGC
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KOMULTIPLIKATION UND KOEINS

o Komultiplikation A : Hr — Hr ® Hg:

toA(f)=tel+lot+ »  PO()@R(t)
erl. Schn. C
o Koeinse: Hr — K:

v [0 fallst#£1
tHe(t)"{l falls t = 1

= Hpg ist kommutative, nicht kokommutative Bialgebra I
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Die Hopfalgebra der Wurzelbdume

DiE HOPFALGEBRA Hr DER WURZELBAUME

ANTIPODE

e Antipode S : Hr — Hg (rekursive Definition)
S(1) =1
S(ti...tg) = S(t1)...S(tn)
S(t) = —t— > S[PC ()] R (1)

erl. Schn. C

= Hpg ist kommutative, nicht kokommutative Hopfalgebra I
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Renormierungsabbildung
Antipode und Renormierung Wohin die Unendlichkeiten verschwinden...
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ANTIPODE UND RENORMIERUNG

CHARAKTERE - DIE FEYNMANREGELN

e Die Feynmanregeln fiir Wurzelbdume werden durch
Charaktere ¢ : Hr — V realisiert.
o Die Algebrastruktur in (End (HR) , ) induziert auf kanonische
Weise eine Gruppenstruktur in Char (Hg, V)
e mit dem Produkt: ¢*x1p := my o (¢ @) o A
o der Einssn=¢oEoe
o und dem Inversen: ¢~ = o S
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ANTIPODE UND RENORMIERUNG

RENORMIERUNGSABBILDUNG

@ Nach der Definition der Koeins ist
(S xidn,) (t) = Eoe(t) =0 fiir alle nichttrivialen t € Hg.

o Definiere speziellen Charakter Sg : Hr — V durch?

SR(t):=-R|o(t)+ Y. Sr(PC(t)o(RE(1))

erl. Schn. C
e Dann gilt wegen Siq, = ¢o S
Sia %o = (9o S)k¢ = ¢ p =1

!Damit Sg tatsichlich ein Charakter ist, muss R eine
Rota-Baxter-Bedingung erfiillen:

R (ab) + R(a)R(b) = R(R(a) b) + R (aR (b)) .
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Charaktere - die Feynmanregeln
Renormierungsabbildung
Antipode und Renormierung Wohin die Unendlichkeiten verschwinden...

ANTIPODE UND RENORMIERUNG

WOHIN DIE UNENDLICHKEITEN VERSCHWINDEN...

Sidv;¢:U:¢OEOEI

o (Siq, *¢) (t) = 0 fiir nichttriviale Wurzelbdume t.

o Zu (Sr%¢) (t) tragen solche Bereiche nicht bei, fiir die
R = idy gilt.

@ R wirkt trivial auf Singularitaten.

= Singularitdten in t tragen zu (Sg%¢) (t) nicht bei.
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Zusammenfassung

ZUSAMMENFASSUNG

@ Der Renormierung liegt eine Hopfalgebra-Struktur zu Grunde
die Hopfalgebra der Wurzelbaume.

@ Diese Hopfalgebra-Struktur ist unabhingig von der
beschreibenden physikalischen Theorie, d.h. den
Feynmanregeln.

e Die Hopfalgebra (speziell: Antipode) sagt uns, wie wir die
Verschachtelung der Subdivergenzen eines Feynmangraphen
bei der Renormierung beriicksichtigen miissen.
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