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Einleitung

Die projektive Geometrie ist ein Teilgebiet der Mathematik, deren Anwendbarkeit auf die Physik
wihrend des Physikstudiums wenn iiberhaupt nur am Rande erwédhnt wird. Dabei ist es gerade
der enge Zusammenhang zwischen der projektive Geometrie und dem Raum der Zustinde, der
in der Quantenmechanik so fundamentale Satze wie das Wigner-Theorem (vgl. Teil [I) zur Folge
hat. Auch bei der Untersuchung des Spin-Statistik-Zusammenhangs spielt die projektive Geo-
metrie eine wichtige Rolle. Ein weiteres wichtiges Ergebnis, dessen Beziehung zur projektiven
Geometrie wir in Teil 2| der Arbeit beleuchten, ist ndmlich die Fermi-Bose-Alternative.

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit zwei Teilgebieten der Quantenmechanik, in denen
die projektive Geometrie von grundlegender Bedeutung ist. Das erste Gebiet ist die Realisierung
von Symmetrien. Hier wird der projektive Charakter des Zustandsraums analysiert. Es werden
die Konsequenzen fiir die Realisierung von Symmetrien auf dem linearen Hilbertraum der Re-
prasentanten von Zustdnden aufgezeigt. Zwei wesentliche Ergebnisse des ersten Teils sind eine
hinreichende Bedingung fiir das Verschwinden projektiver Phasen, die bei solchen Realisierungen
durchaus auftreten konnen, sowie ein kurzer und geometrisch anschaulicher Beweis des Wigner-
Theorems, der den Hauptsatz der projektiven Geometrie ausnutzt.

Im zweiten Teil der Arbeit geht es um die Geometrie der Beschreibung von identischen Teilchen,
dort tritt die projektive Geometrie zwar auf ganz andere aber dennoch sehr konkrete Weise in
Erscheinung. Der Konfigurationsraum zweier identischer Teilchen ist namlich gerade die reelle
projektive Ebene. Wir werden zeigen, wie aus dieser Tatsache bereits die Fermi-Bose-Alternative
folgt. Desweiteren werden wir die Geometrie fiir die Darstellung der SU(2) auf den Hilbertrau-

men zu Bose- bzw. Fermi-Statistik entwickeln.

Fiir eine detailliertere Einfiihrung in die jeweiligen Themengebiete sei auf die Motivation jeweils

zu Anfang eines Teils hingewiesen.






Teil 1

Der projektive Hilbertraum und die

Realisierung von Symmetrien






Motivation

In diesem ersten Teil der Diplomarbeit geht es um die Realisierung von Symmetrien (Gruppen-
wirkungen) auf dem Raum der quantenmechanischen Zustidnde und um ihren Zusammenhang
mit der projektiven Geometrie. Zentral bei der Realisierung von Symmetrien ist dabei das bereits
1931 von Eugen Wigner vorgestellte und bewiesene Theorem, das besagt, dass beliebige Symme-
trietransformationen, also Transformationen von Zustinden, die die Ubergangswahrscheinlich-
keit zwischen den Zustdnden respektieren, auf H als unitdre oder antiunitdre Operatoren darge-
stellt werden konnen [Wig31]]. Der Orginalbeweis von Wigner wurde in den letzten 75 Jahren na-
tiirlich vielfach wiederholt, und die kleine Liicke, die der Beweis von 1931 aufweist, wurde mehr
als einmal geschlossen [Bar64],[Wei95b]. Es ist nun auch schon seit lingerem die Beziehung die-
ses Beweises zur projektiven Geometrie bekannt [Uh162],[LM63]. Allerdings gehen die meisten
Beweise einen konstruktiven Weg {iber bestimmte Aquivalenzklassen in , die nicht immer Zu-
stinden entsprechen (vgl. [Bar64]) und machen den deduktiven Weg tiber die Strukturgruppen
der zu Grunde liegenden Raume nicht sehr deutlich. Ich werde in meiner Arbeit diese Rolle der
Strukturgruppen betonen und stelle dabei den bekannten Beweisen des Wigner-Theorems einen
Beweis gegentiber, der auf einer Analyse der Gruppe der quasiunitiren Abbildungen, der Symme-
trietransformationen, bzw. der Strukturgruppe des projektiven Hilbertraumes beruht. Wir werden im
verlaufe dieser Arbeit verstehen, dass es sich bei diesen drei Begriffen um ein und die selbe Sache
handelt.

In Kapitel [[| dieses ersten Teils werden wir eine Einfithrung in die Grundlagen der projektiven
Geometrie geben. Die Begriffe, die dort entwickelt werden, sind wesentlich fiir die gesamte Ar-
beit. Im zweiten Kapitel werden wir die Struktur des der Quantenmechanik zu Grunde liegenden
Zustandsraums, des projektiven Hilbertraums beleuchten. Einige Konsequenzen aus dieser Struk-
tur fiir die Realisierung von Symmetrien (wie das Auftreten von projektiven Phasen) werden in Ka-
pitel[[]behandelt. Kapitel [[Vjund [V]widmen wir dann zwei “klassischen” Beweisen des Wigner-
Theorems und dem Vegleich dieser Beweise mit einem Beweis des Hauptsatzes der projektiven
Geometrie [Art57]. Im letzten Kapitel dieses ersten Teils werden wir dann klar stellen, dass
das Wigner-Theorem letztlich eine Verallgemeinerung des Hauptsatzes der projektiven Geome-
trie auf projektive Hilbertraume ist. Wie bereits erwdhnt, wird diese Feststellung dabei durch
die Analyse der Strukturgruppe des projektiven Hilbertraums PH, die Gruppe der quasiunitar-
en Kollineationen, motiviert. Dass diese Gruppe gerade die Symmetrietransformationen auf PH
sind, ist von zentraler Bedeutung fiir diese Arbeit.

11






KAPITEL 1

Die projektive Geometrie und ihr Hauptsatz

Dieses erste Kapitel dient der Einfithrung der grundlegenden mathematischen Begriffe sowie
dem Beweis und dem geometrischen Verstindnis des Hauptsatzes der projektiven Geometrie.
Wir orientieren uns dabei zu weiten Teilen an der Darstellung des Themengebietes in dem Buch
von Gerd Fischer [Fis92|], der bei dem Beweis des Hauptsatzes auf den Beweis von Emil Artin
[Art57] zuriickgreift. Fiir ein mehr anschauliches und analytisches Verstindnis der projektiven
Geometrie sei aber auch auf die richtungsweisende Arbeit von Felix Klein [Kle25] hingewiesen.

Nach der Definition der grundlegenden Begriffe, die in verschiedenen Beispielen im ersten Ab-
schnitt veranschaulicht werden, geben wir im zweiten Abschnitt einen geometrischen Beweis des
Hauptsatzes der projektiven Geometrie fiir die reelle projektive Ebene P, (R) = RP? wieder, der
auf eine Konstruktion von August Ferdinand Mobius zuriickgeht. Im dritten Abschnitt beweisen
wir schlieSlich den Hauptsatz der projektiven Geometrie fiir projektive Rdume beliebiger, end-
licher Dimension, indem wir in vielen Zeichnungen und mit Hilfe geometrischer Uberlegungen
den algebraischen Beweis von Emil Artin [Art57] beleuchten. Im letzten Abschnitt machen wir
dann noch einige Bemerkungen zu der Strukturgruppe projektiver Raume. Auf die Begriffe, die
in diesem Kapitel entwickelt werden, wird in den folgenden Kapiteln, vor allem bei der Erldute-
rung des Zusammenhangs zur Quantenmechanik immer wieder zuriickgegriffen.

1. Grundlegende Definitionen

Sei V ein Vektorraum iiber dem Koérper K. Dann wird durch
(1) v~w < JAeK*:v=Aw (v,weV)

eine Aquivalenzrelation auf V' definiert. Den Quotientenraum PV := (V\ {0}) / ~ nennt man den
projektiven Raum zu VE]

DEFINITION L1 (Projektiver Raum). Sei V' ein K-Vektorraum, dann nennt man die Menge aller
Ursprungsgeraden in V' den projektiven Raum zu V:

PV ={[v]: veV}.

Auf natiirliche Weise ist dann

dimPV =dimV —1.

Wir bezeichnen, wie in der projektiven Geometrie iiblich, die Aquivalenzklassen
[]={v' eV :v =X, \e K*}

der Relation (1)) als Strahlen. Dieser Begriff ist etwas vielleicht etwas irrefithrend, da man mit
Strahlen in der elementaren Geometrie Linien mit festem Anfangs und ohne Endpunkt meint.

1K % bezeichnet die Einheitengruppe zu K. Das sind all die Elemente in KK, die ein multiplikatives Inverses besitzen. Da K
ein Korper ist, ist sie gleich dem Kérper ohne die Null.
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14 1. DIE PROJEKTIVE GEOMETRIE UND IHR HAUPTSATZ

In der projektiven Geometrie ist diese Nomenklatur aber tiblich, und so werrden wir die obigen
Aquivalenzklassen, also die Ursprungsgeraden (ohne den Nullpunkt), als Strahlen bezeichnen.
Auf der anderen Seite ist die Interpretation als Ursprungsgerade, wie wir gleich in Abschnitt
sehen werden, nicht ausgezeichnet. Strahlen haben viele mathematische “Gesichter”. Sie sind ein-
dimensionale Unterrdume, Aquivalenzklassen einer bestimmten Relation aber auch Orbits einer
Gruppe, hier z.B. der multiplikativen Gruppe K* auf V, insbesondere sind sie aber Punkte des

projektiven Raumes.

Nun definiert offensichtlich jeder Vektor v # 0 in V' in eindeutiger Weise einen Strahl in PV, und
wie oben gesehen entspricht jedem Strahl eine ganze Aquivalenzklasse von Vektoren in V. Wir

haben also eine kanonische, surjektive Abbildung
m: V\{0} - PV,
die wir Zentralprojektion oder kurz Projektion nennen.

Hat man eine Basis des Vektorraums V' vorgegeben, wie z.B.im Fall V' = R”*1 die kanonische Ba-
sis, so lassen sich so genannte homogene Koordinaten einfithren. Wir schreiben fiir den projektiven
Punkt x = [z] € P (R"*!) = P, (R), der durch den Vektor z € R"*! bestimmt wirdﬂ

x=[xo:xy: ]

Auf ihn wird die gesamte Ursprungsgerade durch den Punkt z = (zg, 21, ...,2,) € R"*! proji-
ziert. Da es zum Nullvektor 0 € V' keinen Strahl in PV gibt, konnen die homogenen Koordinaten
eines projektiven Punktes offensichtlich nicht alle gleichzeitig verschwinden.

1.1. Geometrische Struktur projektiver Riume. Bevor wir uns mit den Eigenschaften pro-
jektiver Punkte und den projektiven Abbildungen beschiftigen, wollen wir uns eine Idee vom
Aussehen projektiver Réume machen. Wir betrachten dazu die oben definierte Zentralprojektion
7w : V. — PV etwas genauer. Der Anschaulichkeit wegen legen wir zunéchst den reellen Vektor-
raum R"*! zu Grunde. Es ist also

7 :R*" - P, (R)
eine surjektive Abbildung. Die Faser eines Punktes a € P, (R), d.h. die Menge aller Punkte o’ €
R"*1, die unter 7 auf a abgebildet werden, ist, wie wir bereits wissen, eine Ursprungsgerade
deren Richtung durch einen Vektor a € 77! (a) c R""! festgelegt ist

' (a)={d eR"": ' = Xa, \e R*} .

Nun bleibt 7 surjektiv, wenn wir sie auf die Einheitssphédre S™ ¢ R"*! einschrinken
7T|Sn : 5" > P, (R) .

Die Faser des Punktes a € P,, (R) wird dadurch nattirlich auch eingeschrankt, denn fiir die Urbil-
der muss nun [a| = 1 gelten, und somit ist:

(m

o) (@) ={d eR"™ = Xa, e {+1,-1}, [la] = 1} .

2In der Literatur findet man, insbesondere fiir n = 2, hdufig auch die Notation RP™ = P, (R).

3Wir wollen hier bei der Einfithrung in die projektive Geometrie die projektiven Punkte a € P, (R) klar von den Ur-
sprungsgeraden 7! (a) c R™*! trennen, werden spiter aber durchaus Schreibweisen wie a € a zulassen, gemeint ist
dann immer ein so genannter Reprisentant a € 7~ ! (a) ¢ R**1; mit 7 : R"*1 — P, (R) der entsprechenden Zentral-
projektion.
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Wir kénnen aus 7 also eine bijektive Abbildung machen, indem wir auf der S die Antipoden
{—a, +a} identifizieren. Wir schreiberﬂ S" = S"/{+1,~1} = S"/Zsy, und erhalten den Homoo-
morphismus:

7r|§n :S" > P, (R) .

Der reelle projektive Raum P, (R) ist demnach homdomorph zu S™/Z,:

Pn(R) ~ S™/Zs .

Durch diese Konstruktion wird, neben der nicht trivialen topologischen Struktur projektiver Rau-
me, auch die Korrespondenz zwischen den Punkten des projektiven Raums P,, (R) und den nor-
mierten Vektoren des zugehorigen Vektorraums R"** sichtbar.

BEISPIEL. Einbekanntes Beispiel fiir einen reellen projektiven Raum ist P3 (R) = SO(3), die Dreh-
gruppe in 3 Dimensionen. Bekanntermafsen ist schliefSlich

0 — Zs — SU(2) - SO(3) — 0
eine kurze exakte Sequenz von Gruppen und demnach:

SO(3) = SU(2) /Zy = S*)Z9 = P3 (R) .

Wir wollen nun die obige Konstruktion auf den komplexen Vektorraum C"*! {ibertragen.
Es sei also:
7:C"" - P, (C)

die zu betrachtende Projektion. Die Faser eines Punktes a € P, (C) ist dann:

' (a)={d e C"": d =la, \e C*}
mit einem beliebigen Représentanten a € 7! (a). Das ist ein C*-Orbit auf C"**.
Analog zu der Vorgehensweise oben wollen wir den Definitionsbereich von 7 auch im komplexen
Fall so einschrénken, dass wir eine bijektive Abbildung (Homdomorphismus) erhalten. Nun ist

S2ntl — R27+2 ~ C7tl das heifit wir konnen die S?"*! in den C™*! einbetten; wir schreiben

a € C""! in der kanonischen Basis a = (ag, - - - , a,,) und erhalten:
g2 = fae €™ s fal +-+- + fan* =1},
also die Menge der normierten Vektoren des C" . Die Einschrankung
7T|S2"+1 282 Fl P (C)
liefert die Faser:

(71'|52n+1)_1 (a)={d eC":d =xa, |\ =1, |a| =1} .

4Die multiplikative Gruppe Z2 = {+1, —1} ist tiber
1 — 0

-1 - 1
isomorph zu der additiven Gruppe Z mod 2 = Z/27 = {0, 1}, die aber im Gegensatz zu Z2 auch einen Korper bildet.
SDiese kurze exakte Sequenz bringt zum Ausdruck, dass SU(2) eine Uberlagerungsgruppe von SO(3) ist. Da die Parame-
termannigfaltigkeit S® der Liegruppe SU(2) einfach zusammenhéngend ist, ist SU(2) sogar die universelle Uberlagerung
von SO(3). Man liest demnach ab, dass Zy = {+1,—1} isomorph zur ersten Fundamentalgruppe 71(SO(3)) ist, die
Liegruppe SO(3) ist also zweifach zusammenhéangend.



16 1. DIE PROJEKTIVE GEOMETRIE UND IHR HAUPTSATZ

Um nun auch hier eine Bijektion zu erhalten, miissen wir nicht nur Antipoden, sondern alle
Vektoren, die sich um einen Phasenfaktor A € U(1) unterscheiden, identifizierenE] Wir schreiben
527 = §27+1/1(1) und erhalten wieder einen Homdomorphismus:

7r|§2n .57 P, (C),

und somit
Pn(C) ~ 5’2”+1/U(1) .

Was bei der Verallgemeinerung auf einen komplexen Vektorraum (im Vergleich zum Reellen) hin-
zu kommt, ist also, dass Elemente, die sich in C"*! nur um einen Phasenfaktor A € U (1) unter-
scheiden, in P,, (C) nicht unterschieden werden. Es reicht aber offensichtlich auch im Komplexen
aus, die normierten Vektoren in C**! zu betrachten.

1.2. Eigenschaften projektiver Punkte. Nachdem wir nun eine gewisse geometrische Vor-
stellung davon haben, wie ein projektiver Raum aussieht, wollen wir uns mit den Eigenschaften

beschiftigen, die man Strahlen oder projektiven Punkten zuweisen kann.

DEFINITION 1.2 (projektive Unabhiangigkeit). Sei I eine abzdhlbare Indexmenge. Eine Menge

von projektiven Punkten {v;} v; € PV heifst projektiv unabhingig, falls es in V' ein System

el 7

linear unabhéangiger Vektoren {v;},_, gibt, sodass

el
v, €Ev; Viel.

Ein System von Strahlen, das nicht projektiv unabhéangig ist, heift projektiv abhiingig.

BEMERKUNG. Ist ein System projektiv unabhingiger Strahlen {v;},.; gegeben, so ist natiirlich
jedes System {v;},.; mit v; € v; linear unabhéngig.

DEFINITION 1.3 (projektive Basis). In einem projektiven Raum PV der Dimension dim PV =n
bilden n + 2 projektive Punkte genau dann eine projektive Basis, wenn jeweils n + 1 von ihnen

projektiv unabhéngig sind.

BEMERKUNG. So wie die Vektorraum-Basen in der linearen Algebra eine lineare Abbildung ein-
deutig festlegen, und in der affinen Geometrie eine affine Abbildung durch das Bild einer affinen
Basis bestimmt ist, legt die projektive Basis, wie wir spéter noch sehen werden, die strukturerhal-
tenden Abbildungen der projektiven Geometrie, die projektiven Abbildungen, eindeutig fest.

Zwei Strahlen v, w € PV sind immer entweder projektiv unabhangig oder gleich. Im ersten Fall
legen beide zusammen eine projektive Gerade in PV fest, die wir mit v v w bezeichnen. In V'
entspricht dieser projektiven Geraden die Ebeneﬂ

vvw={v+w:vEV,WEW}.

Wir verwenden hierfiir auch oft den Begriff Biindelebene. Diese Namensgebung sollte in folgen-
dem Besispiel anschaulich werden.

®Die U(1)-Orbits auf der Menge der normierten Vektoren sind natiirlich den C*-Orbits auf der selben Menge gleich.
7Wie bereits oben angesprochen, unterdriicken wir hier und im Folgenden die Angabe der Zentralprojektion 7. Die selbe
Gleichung mit Angabe der Zentralprojektion wiirde lauten:

vvw=n({v+tw:ver t(v),wer t(w)}).
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BEISPIEL. In zwei projektiven Dimensionen kénnen wir uns das Wesen projektiver Raume und
Geraden anhand der Abbildung|[l|verdeutlichen. Nehmen wir als Vektorraum den R® mit Koordi-
naten (z,y, z), dann hat jede Ursprungsgerade a = [a : b : ] des R? genau einen Durchstopunkt
durch eine zur (z,y)-Ebene parallele Ebene, nehmen wir 0.B.d.A. die Ebene z = 1. Eine Ausnah-
me bilden die Ursprungsgeraden, die in der (z = 0)-Ebene liegen, sie haben keinen gemeinsamen
Punkt mit der Ebene z = 1. Nehmen wir uns nun aber einen Strahl (=Biindelgerade) [a : b : ¢], der
einen gemeinsamen Punkt mit der (z = 1)-Ebene hat, und nihern wir uns mit diesem Strahl der
Ebene z = 0 (also ¢ — 0), so wird die entsprechende Biindelgerade offensichtlich immer flacher
und der DurchstoSpunkt auf der (z = 1)-Ebene E entflieht ins Unendliche. Wegen dieser Eigen-
schaft wird hier die (x,y)-Ebene auch als Fluchtebene oder - projektiv gesprochen - “unendlich
ferne Gerade” bezeichnet. Damit haben wir eine Interpretation fiir die Ursprungsgeraden, die in
der Ebene z = 0 liegen, sie entsprechen gerade den unendlich fernen Punkten der Kartenebene
E.

ABBILDUNG 1. Kartenebene E und projektive Gerade g

Auch die projektiven Geraden erhalten hier eine gewisse Anschaulichkeit. Zumindest im Endli-
chen konnen wir sie als die Schnittgeraden der durch zwei projektiv unabhéngige Punkte aufge-
spannten Biindelebene mit der (frei gewdhlten) Ebene E betrachten (siehe noch einmal Abbildung
. Zu bemerken ist dabei noch, dass die Wahl der Ebene FE festlegt, was wir unter der “unendlich
fernen Geraden” verstehen. Die projektiven Punkte der “unendlich fernen Gerade zu E” sind im-
mer genau die Strahlen, die in der zu F parallelen Ebene durch den Ursprung liegen. Wahlen wir
fiir E also beispielsweise die Ebene = = 1, so ist die unendlich ferne Gerade durch die Fluchtebe-
ne z = 0 festgelegt. Was wir also konkret als die “unendlich ferne Gerade” bezeichnen ist reine
Konvention und hangt insbesondere von der Wahl der Ebene E ab. Im Projektiven gibt es den
Begriff des Unendlichen also eigentlich gar nicht. Was die Fluchtebene z = 0 zur “unendlich fer-
nen Gerade” macht ist lediglich unsere affine Beschreibungsweise. Nichts desto trotz ermoglicht
uns dieses affine Bild der projektiven Ebene eine gewisse geometrische Anschauung, die auch die
folgende Definition verstandlicher machtﬂ

8Ein konkretes Beispiel fiir die Anwendung der hier vorgestellten Sichtweise, ist die Konstruktion eines differenzierbaren
Atlas fiir die projektive Ebene P3 (R) = RP2, den wir aber erst im zweiten Teil der vorliegenden Arbeit benstigen (vgl.
Abschnitt|VII[3).



18 1. DIE PROJEKTIVE GEOMETRIE UND IHR HAUPTSATZ

DEFINITION 1.4 (kollinear). Drei oder mehr verschiedene projektive Punkte vy,...,v, € PV,
die auf der selben projektiven Geraden liegen, heifien kollinear. Es gilt dann offensichtlich

vivv;=vipvvy Yijklef{l ... ,n}.

1.3. Abbildungen zwischen projektiven Riumen.

DEFINITION L5 (Kollineation). Eine bijektive Abbildung K : PV — PW heifst Kollineation,
falls sie kollineare Punkte auf kollineare Punkte abbildet, d.h.

K(vvw)=KvvKw Vv,we PV.

BEMERKUNG 1.6. Die Umkehrung K~! einer Kollineation K ist wieder eine Kollineation.
Wegen der Surjektivitat von K kann man beliebige Strahlen v’ € PW schreiben als:

v/ =Kv
mit einem v € PV Seien also 0.B.d.A. v/ und w’ die Bilder von v und w unter K, dann gilt:

K'Vvw)=K'KvvKw) =K 'K(vvw)=vvw=K vV vK'w.

DEFINITION 1.7 (projektive Abbildung). Eine Abbildung P : PV — PW heifit projektiv, falls es
eine lineare Abbildung L : V' — W gibt, sodass das folgende Diagramm kommutiert:

L
V-—-=W

das heifst:

P[v] = [Lv] .
Wir nennen in diesem Fall die Abbildung L kompatibel zu P.

Ist speziell dim PV = dim PW und die Abbildung P : PV — PW zusitzlich bijektiv, so nennt
man P eine Projektivitiit.

Falls der den betrachteten Vektorraumen zu Grunde liegende Korper K andere Kérperautomor-
phismen aufier der Identitit zuldsst, so wird aus linearen Abbildung L in der obigen Definition
eine bis auf Korperautomorphismus lineare Abbildung. Fiir uns besonders wichtig ist der Spezialfall
K = C. Auf C gibt es nun zwei Kérperautomorphismen, die Identitdt und die komplexe Konju-
gation, d.h. auf C tauchen neben den linearen auch antilineare Abbildungen auf. Wir fassen hier
und im Folgenden diese Begriffe unter dem Oberbegriff Semilinearitit zusammen:

DEFINITION L8 (semilinear). Sei K ein Korper mit Koérperautomorphismus o : K — K, seien
ferner V und W Vektorrdume iiber K. Dann nennt man eine Abbildung S : V' — W genau dann
semilinear, falls

S (av + pw) = o (a) Sv+ o (B) Sw Yo,weV, Va,BeK.

Im Falle K = C nennen wir S linear, falls ¢ = id und antilinear, falls o = id.

Damit haben wir dann auch die folgende Verallgemeinerung der projektiven Abbildung:
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DEFINITION L9 (semiprojektive Abbildung). Eine Abbildung S : PV — PW heifst semiprojektiv,
falls es eine semilineare Abbildung S : V' — W gibt, sodass das folgende Diagramm kommutiert

S
V-——>W

das heifst

S [v] = [Sv] .
Ist S : PV — PW bijektiv, so heifit S eine Semiprojektivitit. Insbeondere gilt in diesem Fall
natiirlich auch dim PV = dim PW.

BEMERKUNG. Da die Identitét id : K — K ein Kérperautomorphismus ist, ist jede lineare Abbil-
dung nattirlich auch semilinear und damit jede Projektivitat natiirlich auch eine Semiprojektivitt.

Den beiden letzten Definitionen zu Folge liegt einer Semiprojektivitit also eine semilineare Ab-
bildung zu Grunde. Demnach respektieren Semiprojektivitdten also beliebige Unterrdaume in den
entsprechenden Vektorrdaumen. Insbesondere werden die durch Strahlen aufgespannten Biindele-
benen auf Biindelebenen abgebildet. Im projektiven Sinne entsprechen diesen Biindelebenen, wie
oben bereits diskutiert, projektive Geraden, die dann auch ihre Gestalt unter einer Semiprojek-
tivitat nicht &ndern. Es werden unter Semiprojektivitdten also projektive Geraden auf projektive
Geraden abgebildet, und wir erhalten folgende

FESTSTELLUNG L10. Jede Semiprojektivitit ist auch eine stetige Kollineation.

Die Umkehrung dieser Feststellung ist alles andere als trivial. Sie ist Gegenstand des Hauptsatzes
der projektiven Geometrie, mit dessen Beweis wir uns in den Folgenden Abschnitten beschafti-

gen.

2. Der Hauptsatz in der Projektiven Ebene

Der Hauptsatz der projektiven Geometrie bildet die Umkehrung der Feststellung Um eine
geometrische Anschauung zu erlangen beweisen wir den Satz aber zundchst nur fiir die reelle
projektive Ebene.

THEOREM L11 (Hauptsatz der projektiven Geometrie fiir die reelle projektive Ebene). Jede stetige
Kollineation zwischen reellen, projektiven Ebenen, d.h. jede stetige, bijektive Abbildung, die projektive

Geraden auf projektive Geraden abbildet, ist eine Projektivitiit.

Wir orientieren unsere Ausfithrungen an einem auf Mobius zuriickgehenden Beweis, wie er bei-
spielsweise von Felix Klein in [Kle25, S. 96 ff] prasentiert wird.

BEWEIS. Die Idee des Beweises ist wie folgt. Entnehmen wir dem Definitionsbereich einer
Kollineation K die vier Punkte einer projektiven Basis {vi,va,v3,va}, bezeichne ferner
{Kvi,Kvy, Kvs, Kv,} die entsprechenden Bildpunkte. Dann zeigen wir unter|(i)} dass es zu die-

sen vier Punkten eine Projektivitit P mit den selben Bildpunkten gibt,
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d.h. {Pvy,Pvy, Pvs, Pvy} = {Kvy, Kvy, Kvs, Kv4}ﬂUnterzeigen wir dann, dass es zu die-
sen vier Punkt-Bildpunkt-Paaren genau eine stetige Kollineation gibt. Der Beweis schliefst dann
mit der Feststellung dass jede Projektivitait eine stetige Kollineation ist. Das bedeutet, dass
die unter [(ii)| eindeutig festgelegte Kollineation die Projektivitit sein muss, deren Existenz unter

gezeigt wurdem

(i)

(ii)

Eine Projektivitdt zwischen zwei projektiven Ebenen wird durch 8 Konstanten eindeu-
tig festgelegt. Sei namlich P : PV — PW eine Projektivitat mit

Pv = [Lv]

und L : V — W einer linearen Abbildung. Mit Lv € W sind dann auch alle skalaren
Vielfache ALv € W Elemente der Bildmenge Pv zu v = [v]. Die 9 Parameter der linearen
Abbildung L : V' — W kann man also durch die Freiheit in A reduzieren. Im wesentli-
chen darf man einen der 9 Parameter auf eine beliebige Konstante festlegen; man kann
dann die anderen acht Parameter immernoch so anpassen, dass man in jedem Fall eine
zu P kompatible, lineare Abbildung L’ erhalt.

Nehmen wir nun eine Kollineation und jeweils einen projektiven Punkt der Urbild-
bzw. Bildebene, dann entspricht das 2 Bedingungen an die 8 Freiheitsgrade der ge-
suchten Projektivitdt. Schliefilich sind nur die Verhaltnisse der jeweils drei homogenen

Koordinaten festgelegt: Seien v = [z : y : z] und Pv = [2’

1y’ : 2'], dann sind die bei-
den projektiven Punkte v und Pv durch die Verhaltnisse {£, £} bzw. {2—:, Z—:} eindeutig

bestimmt. Sei beispielsweise

I az a3

(L) = axn a2 ax

azr az2 as3
eine Matrixdarstellung einer zu P kompatiblen linearen Abbildung, dann sind die bei-
den Bedingungen, die aus dem Punkt-Bildpunkt-Paar an die acht freien Parameter fol-

gen:
! T + a2y + aizz Y an1x +ay + axsz

= = und = = .
as1T + aszy + aszz

2 az31T + az2y + assz 2!
Wir brauchen also genau vier Punkt-Bildpunkt-Paare um eine Projektivitat durch die
daraus erwachsenden 4-2 = 8 Bedingungen festzulegen. Die vier abzubildenden Punk-
te miissen dabei eine projektive Basis bilden, damit daraus wirklich 8 unabhéngige Be-
dingungen erwachsen. Entnehmen wir also einer Kollineation die vier Punkte einer pro-
jektiven Basis aus der Urbildebene und das entsprechende Bildquadrupel, dann wird
durch die daraus entstehenden 8 Bedingungen eine Projektivitdt zwischen den Ebenen
eindeutig festgelegt.
Nehmen wir nun die vier Punkte samt Bildpunkten, so gibt es genau eine stetige Kol-
lineation, die diese 8 Punkte aufeinander abbildet. Um dies zu zeigen verwenden wir

Dass diese Projektivitat durch diese Punkte sogar eindeutig festliegt, hat fiir die hier gegebene Argumentation keine

Relevanz.

10Anhand eines kleinen Beispiels wird die Schlussweise des Beweises von Mobius sehr deutlich.
Der griechische Salat:

Aussagel(i)} Es gibt eine Olive mit Kern in dem Salat.
Aussage Es gibt genau eine Olive in dem Salat.

Schluss:

Alle Oliven in dem Salat haben einen Kern.

Die Oliven in dem Salat entsprechen dabei den Kollineationen und diejenigen mit Kern den Projektivitaten.
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eine Konstruktion von Mdbius, der die Eigenschaften von Kollineationen (Bijektivitat
und Geradlinigkeit) ausnutzt um aus diesen vier Punkten die Bilder und Urbilder aller
Punkte zu konstruieren (siehe Abbildungen (a) und (b)).

Durch das Verbinden der vier Ausgangspunkte e entstehen Geraden, die unter
einer Kollineation auf Geraden abgebildet werden. Diese Verbindungsgeraden haben
in jedem Fall Schnittpunkte o innerhalb der projektiven Ebene, die nicht mit den vier
Ausgangspunkten identisch sind, und somit neue Geraden definieren, die wieder neue
Schnittpunkte haben, und so fort. Wie man sofort einsieht, kann man die Konstruktion
mit nur drei Punkten nicht durchfiihren. Da nun unter einer Kollineation Geraden auf
Geraden abgebildet werden, ist das Bild des Schnittpunktes zweier Geraden nattirlich
der Schnittpunkt der Bildgeraden, in Zeichen:

Sei

pi=(avr)n(sve),
der Schnittpunkt zwei beliebiger Geraden (q v r) # (s v t) in der Urbildebene, dann
ist offensichtlich

KpeK(qvr) und KpeK(svt)

und somit
Kpe (K(gvr)n(K(svt)).
Da aber die Bilder auch Geradensind (K (q vr) = Kqv Kr, K(s v t) = Ks v Kt)
enthélt diese Schnittmenge genau einen Punkt, ndmlich ihren Schnittpunkt

Kp=(KqvKr)n(KsvKt).

Als néchstes zeigen wir, dass die Menge der Schnittpunkte, die wir durch die Kon-
struktion von Moébius erhalten, dicht in der Ebene liegt. Das bedeutet zu jedem Punkt
der Ebene muss es einen Schnittpunkt geben, der innerhalb einer beliebigen e-Umgebung
dieses Punktes liegt. Wir geben dazu zwei Alternativen an:

¢ Zunichst stellt man fest, dass beliebige Punkte der Ebene in ein Dreieck aus Ver-
bindungsgeraden eingeschlossen werden kénnen. Da wir bei der Konstruktion von
Mobius mit einer projektiven Basis gestartet sind, und bei der Konstruktion nur
neue Schnittpunkte hinzugefiigt haben, gibt es in jedem Fall einen weiteren Punkt
auflerhalb des Dreiecks, der mit den drei Eckpunkten eine projektive Basis bildet.
Durch Verbindungsgeraden dieser Punkte lédsst sich das Dreieck nun in sechs klei-
nere Dreiecke teilen (siehe Abbildung [2|(c)), von denen mindestens eines den ge-
suchten Punkt @ enthilt. Die Eckpunkte des neuen Dreiecks liegen nun naher an
dem gesuchten Punkt als die des urspriinglichen. Man kann die Iteration mit die-
sem Dreieck fortfahren, und auf diese Weise in irgendeinem Iterationsschritt jede
beliebige aber feste Epsilonumgebung unterschreiten.

e Einfacher wird die Betrachtung, wenn man zu Anfang wie in Abbildung2](d) eine
spezielle projektive Basis wihlt. Man kann dann jedem Punkt innerhalb des in-
itialen Rechtecks durch Intervallhalbierung beliebig nahe kommen. Die parallelen
Seiten des Rechtecks schneiden sich im Unendlichen, den zweiten Punkt, der die
néchsten Geraden festlegt erhdlt man als Schnittpunkt der Diagonalen. So kann

HDass tatsichlich K (a v r) # K(s v t) folgt aus der Bijektivitit von K.
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man das initiale Rechteck in vier gleichgrofle Rechtecke teilen und entscheiden in
welchem dieser Rechtecke der gesuchte Punkt liegt. Man kommt durch Iteration
dieses Verfahrens offensichtlich einem beliebigen Punkt @ innerhalb des Rechtecks
beliebig nahe. Liegt der gesuchte Punkt aufierhalb des initialen Rechtecks, wie in
Abbildung[2] (e), so kann man das initiale Rechteck in beliebige Richtungen fortset-
zen und sobald man ein Rechteck hat, das den Punkt enthilt, die oben beschriebene
Intervallhalbierung anwenden.

Die Schnittpunktmenge des Mobiusnetzes liegt also (unabhingig von der gewdéhlten

projektiven Basis) dicht in der projektiven Ebene. Der Analysis zu Folge ist eine stetige

Abbildung aber bereits dann eindeutig festgelegt, wenn sie auf einer dichten Teilmenge

der Urbildmenge eindeutig festgelegt ist.

Nach der Konstruktion in|(ii)|ist eine stetige Kollineation zwischen zwei projektiven Ebenen also
durch die Angabe einer projektiven Basis und ihres Bildes eindeutig festgelegt. Wir schlieflen den
Beweis, wie oben bereits bemerkt, mit der Feststellung dass jede Projektivitit eine Kollinea-
tion ist. Demnach muss die durch die projektiven Basen eindeutig festgelegte Kollineation die
Projektivitdt sein, deren Existenz unter ((i)| gezeigt wurde.

O
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Verallgemeinerung der Konstruktion von Mobius. Bevor wir den Hauptsatz der projek-

tiven Geometrie in seiner allgemeinen Form beweisen, wollen wir noch bemerken, dass man

die Konstruktion von Mobius auch auf endlichdimensionale projektive Rdume verallgemeinern

kann. Der Anschaulichkeit halber stellen wir bei der konkreten Ausfiihrung dieser Verallgemei-

nerung der Konstruktion fiir n Dimensionen die fiir dim (PV') = 3 gegentiber.

Verallgemeinerung fiir drei projektive
Dimensionen

In drei Dimensionen entnehmen wir der
initialen Kollineation also fiinf Punkte von
denen jeweils 4 ein Tetraeder, also einen
3-Simplex aufspannen. Das heifit diese 5
Punkte bilden eine projektive Basis. Wir
wihlen die Punkte als Eckpunkte eines
Quaders (siehe Abbildung [2| (f)), natiirlich
diirfen dabei hochstens drei der initialen 4
Punkte e in einer Ebene liegen. Die rest-
lichen Kanten des Quaders (rot gezeich-
net) erhalten wir durch das Verbinden der
initialen Punkte mit den drei Durchstof3-
punkten der initialen Geraden (schwarz)
durch die “unendlich ferne” projektive Ebe-
ne, die wir bereits durch die Wahl der Ko-
ordinaten festgelegt haben. Damit sind al-
so auch die sechs Flichen des Quaders ein-
deutig festgelegt. Liegt der gesuchte Punkt
nun innerhalb des Quaders, so erhalten
wir durch die Schnittpunkte der Fldchen-
(blau) bzw. Raumdiagonalen (griin) genii-
gend neue Punkte, die wieder Geraden und
damit Ebenen festlegen, die den Quader in
8 kleinere Quader teilen. Die Iteration kann,
falls notig, dann mit einem der 8 kleine-
ren Quader fortgesetzt werden. Falls der ge-
suchte Punkt auflerhalb des grofien Qua-
ders liegt, lasst sich dieser wie im Zweidi-
mensionalen in beliebige Richtungen fort-
setzen (sieche Abbildung [2] (e)). Zu bemer-
ken ist noch, dass die Kollineation auf jeder
Ebene bereits durch die Konstruktion von
Mobius eindeutig festgelegt ist. Es geniigt
also mit einer Ebene beliebig nahe an jeden
Punkt zu gelangen bzw. diesen zu treffen,
um eine stetige Kollineation im Raume fest-

zulegen.

Verallgemeinerung fiir n projektive
Dimensionen

In n Dimensionen wihlen wir n + 2 Punk-
te von denen jeweils n + 1 einen n-Simplex
aufspannen.

Wir konnen auch hier diese Punkte als
Eckpunkte eines n-dimensionalen Quaders
wihlen. Wir wihlen in einem kanonischen
Koordinatensystem beispielsweise die n + 2
Punkte

(0,0,0,...,0)
(1,0,0,...,0)
(0,1,0,...,0)
(0,0,0,...,1)
(1’17 7"'71)

und erhalten durch “Parallelverschiebung”
der durch Verbindungsgeraden entstehen-
den n “Koordinatenachsen” durch alle an-
deren n Punkte in jeder Dimension die in
dieser Dimension liegenden n + 1 Kanten
des n-dimensionalen Wiirfels. Mit Parallel-
verschiebung meinen wir hier das neben
erklarte Verbinden der gegebenen n 4+ 2
Eckpunkte mit den DurchstofSpunkten der
initialen Geraden durch die im Unendli-
chen liegende projektive Hyperebene der
Dimension n — 1. Auf diese Weise ldsst
sich also der komplette Quader konstruie-
ren. Analog zum Dreidimensionalen kann
man wieder entscheiden, ob der gesuch-
te Punkt innerhalb oder aufierhalb dieses
Wiirfels liegt und den Quader gegebenen-
falls in der entsprechenden Richtung fort-
setzen, oder mittels Intervallhalbierung den
einschlieSenden Quader immer kleiner ma-

chen.
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/o

(a) Eine projektive Basis von 4
Punkten in allgemeiner Lage er-
zeugt durch Verbindungsgeraden
neue Schnittpunkte im Endlichen.

(c) Die neuen Punkte o liegen
wesentlich niher an dem gesuch-
ten Punkt @ als die Eckpunkte
des schwarz gezeichneten initia-
len Dreiecks. Die Zeichenreihen-
folge ist durch kleine Zahlen ge-
kennzeichnet.

(e) Liegt der Punkt auflerhalb des
Rechtecks, so lasst sich dies in be-
liebige Richtungen fortsetzen.

(b) Auch wenn die Verbindungs-
geraden parallel liegen, so schnei-
den sie sich innerhalb der projek-
tiven Ebene. Dem unendlich fer-
nen Schnittpunkt entspricht die
Schnittgerade der beiden Biindele-
benen in der Fluchtebene.

(d) Bei dieser speziellen Wahl der
Basis ist das Konvergieren der
Punktfolge durch einfache Inter-
vallhalbierung sichergestellt. Auch
hier ist die Zeichenreihenfolge
durch Zahlen markiert.

1

(f) In drei projektiven Dimensio-
nen wird ein Wiirfel durch 5 Punk-
te eindeutig festgelegt.

ABBILDUNG 2. Spinnennetze a la Moébius
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3. Der Hauptsatz der projektiven Geometrie

den Hauptsatz nun auch fiir komplexe projektive Riume zu beweisen, greifen wir auf den

Beweis von Emil Artin [Art57] zuriick, wie er beispielsweise in [Fis92|] prasentiert wird.

TH
mit

EOREM 1.12 (Hauptsatz der projektiven Geometrie). Seien PV und PW zwei projektive Riaume

dim PV = dim PW > 2,

dann ist jede Kollineation K : PV — PW eine Semiprojektivitiit.

@)

BEWEIS. E. Artin hat den Beweis dieses Satzes in viele kleine Schritte zerteilt:
(i) Eine Kollineation bildet projektiv abhingige Mengen beliebiger, endlicher Dimension bijektiv
aufeinander ab
Kvov:---vvy,)=Kvgv: - vKv,,
respektiert also projektive Unterriume beliebiger Dimension.

BEWEIS. Wir miissen also zeigen, dass das Bild eines projektiven Unterraums wie-
der ein projektiver Unterraum der selben Dimension ist. Wir beschreiben einen projek-
tiven Unterraum als Verbindungsraum vq v --- v v, von n + 1 projektiven Punkten,
das Bild des Verbindungsraums muss also die Verbindung der Werte Kvy v - -+ v Kv,,

sein. Wir zeigen dies mittels Induktion. Fiir n € {0,1} folgt die Aussage direkt aus der
Eigenschaft der Kollineation (Definition [L.5). Gelte also (2). Zu jedem

VEVQV "V Vpi
gibtesein v/ € vg v -+ v v, sodass
vev vvai,

v’ ist dabei der DurchstofSpunkt der projektiven Gerade v v v,11 durch die projekti-
ve Hyperebene vy v --- v v,. Dieser (dann eindeutige) Durchstofipunkt existiert im
projektiven Fall immer wenn die Gerade nicht selbst in der Hyperebene liegt, was hier
offensichtlich wegen der projektiven Unabhingigkeit der {vy, ..., v, 11} nicht der Fall
ist (siehe Abbildung(3). Weil K eine Kollineation ist, folgt

KveKv vKv, 1 YVEVQV -V Vil
nach Induktionsvoraussetzung gilt aber Kv’' € Kv v - -- v Kv,, und somit
KveKvogv: - vKv, vVKv,11 Vvevgv: . -vvyir.
Wir haben also:
Kvov:---vvy)cKvgv: - vKv,.

Nach der Bemerkung [L.6] ist nun auch K~ eine Kollineation, und demnach gilt fiir
beliebige Strahlen w;, € PW:

K_l(wov---vwn)CK_lev---vK_lwn7
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insbesondere also fiir w;, = Kv.:
K!(Kvyv--vKv,) cK'Kvyv--vK1Kv,,

nach Abbildung dieser Gleichung mit K erhalten wir die Inklusion in die andere Rich-
tung:
Kvogv---vKv,cK(vgVv: - vv,),

woraus die Behauptung direkt folgt. O

\\\ ‘ vi
L
—

Vo

R

ABBILDUNG 3. Projektiver DurchstoSpunkt v/ der Gerade v v v durch die Hy-
perebene vy v v; im Fall von zwei projektiven Dimensionen.

BEMERKUNG. Demnach bildet eine Kollineation aber auch projektiv unabhédngige
Strahlen auf projektiv unabhingige Strahlen ab. Sei dazu I,, eine endliche Indexmenge,
sei ferner {v;},.; projektiv unabhéngig und {Kv;},. ; projektiv abhéngig. Da K aber
bijektiv ist, und K=' auch eine Kollineation ist, wire dann nach (i) {K~'Kv;}
{Vi}icr, projektiv abhingig. Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung.

iel,

(ii) Es gibt Basen (v;);c; von V und (w;);c; von W, sodass

K [U,] = [U)Z] und K [’Uo + UL‘] = [wo + w,-] Viel,.

BEWEIS. Wir wihlen die Basis von V beliebig: (v;),.; . Dann sind die Strahlen

{[vil}ic;, projektiv unabhingig. Nach der Bemerkung unter ((i)| ist dann die Menge

i€l

{K [vi]},c;, auch projektiv unabhéngig, und wir kénnen Vektoren w; € K [v;] wéhlen,
die dann die erste Bedingung bereits erfiillen. Zur Erfiillung der zweiten Bedingung sei

bemerkt, dass vg + v; € [vo] Vv [v;] und demnach
K [vo + v;] € K[vo] v K [v;] = [wp] v [w]] ,
es gibt also Skalare A, ;1; € K*, sodass

K [vo + v;] = [Awf + piwj| . (keine Summation!)
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Definieren wir nun wg := wf, und w; = A\~ !y;w!, so erfiillen die Vektoren der Basis

(w;);cr, beide Gleichungen. O

Wie man sich anhand von Abbildung 4| leicht verdeutlicht wird bei fester Basis
{vi}ie;, und festem Vektor wy die Lange des Vektors w; durch die Bedingung
K [vo + v;] = [wo + w;] eindeutig festgelegt. Es werden demnach die Verhiltnisse aller
Basisvektoren w;, i € I,, zu w festgelegt, wodurch nattirlich die Langenverhéltnisse be-
liebiger Vektoren durch die Festlegung der Lange von wy eindeutig bestimmt sind. Die
Basis {w;},.; ist demnach bis auf eine Ahnlichkeitstransformation (globale Streckung

oder Stauchung aller Vektoren) eindeutig bestimmt.

[wo]

Klvg + v;] = [wo + wy]

ABBILDUNG 4. Festlegung der Verhiltnisse der Basisvektoren w;

Im Falle komplexer Vektorrdume werden durch die Bedingung (3) neben den Lan-
genverhiltnissen natiirlich auch die so genannten relativen Phasen der Basisvektoren
festgesetzt. Die Freiheit besteht dann nur noch in der einem globalen, komplexen Fak-
tor.

(iii) K : PV — PW induziert eine bijektive Abbildung o : K — K des Grundkorpers, sodass

c(0)=0 , o(1)=1

und
K [vo + Av;] = [wo + o (M) w;] VAeK.

BEWEIS. Die Zuordnung
zi : A [vg + Ay

definiert fiir jedes ¢ eine eindeutige Abbildung des Korpers K auf die projektive Gerade
[vo] v [v;]. Wie man anhand von Abbildung 5|sieht, handelt es sich dabei um eine Zen-
tralprojektion der affinen Gerade {vg + Av; : A € K} auf die projektive Gerade [vo] v [v;],
die eben aufgefasst als Schnittgerade der eingebetteten Biindelebene [v] v [v;] mit der
Ebene E auch eine affine Gerade ist. Man macht sich anhand der zweiten Abbildung|6}
in der nur die durch [vy] und [v;] bzw. K [v¢] und K [v;] aufgespannte Projektionsebene
gezeichnet ist, klar, dass bis auf [v;] alle projektiven Punkte der Geraden getroffen wer-
den. Desweiteren erkennt man aus der Abbildung, dass die Punkte auf der projektiven
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Geraden (blau) fiir A — +o0 dem Punkt [v;] beliebig nahe kommen. Setzen wir also
z; (00) := [v;], so erhalten wir fiir jedes i eine bijektive Abbﬂdunﬂ

Ku {CD} d [U()] \4 [Ul] .

Nun wird [vo] v [v;] unter K bijektiv auf [wo] v [w;] abgebildet. Sei also K [vg + Av;] =
[powo + piw;] das Bild von [vg + Av;]. Dieser Strahl [powo + piw;] € [wo] v [w;] be-
stimmt nun wieder in eindeutiger Weise ein Element des Korpers:

[owo + piw;] = g i,

wobei wir wieder [w;] — o setzen konnen. Wir haben also

Ku{wo} --->Ku {w}

o

[v] v [0:] > [wo] v [w;]
und kénnen damit durch

i (A) =g " (A) i (N)

eine bijektive Abbildung ; : K u {0} — K u {0} definieren. Da nun die Unendlichkei-
ten ohnehin aufeinander abgebildet werden (o0 — [v;] — [w;] — 00) konnen wir diese
aus dem Definitionsbereich nehmen, und erhalten eine bijektive Abbildung o; : K — K.
Wir haben dann auch:

K ['UO + )\”UZ] - [U/() + 0; (A) U)Z] .
Und offensichtlich ist wegen (i)}

ABBILDUNG 5. Geometrische Veranschaulichung der bijektiven Korperabbil-
dung o : K — K im dreidimensionalen Vektorraum.

12Am Rande sei bemerkt, dass K U {0} die Einpunktkompaktifizierung von K bezeichnet, die im Fall K = R mit der
Sphire S' & P; (R) = RP! und im Fall K = C mit der Gauf’schen Zahlenkugel P; (C) = CP! zusammenfallt.
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I
W

ABBILDUNG 6. Veranschaulichung der Verhéltnisse in der durch [vg] und [v;]
bzw. [wg] und [w;] aufgespannten Biindelebene.

Es bleibt noch zu zeigen, dass die so definierte Abbildung nicht von der transfor-
mierten Gerade [vg] v [v;], sondern lediglich von der Kollineation K abhéngt. Wir miis-
sen also zeigen, dass

o;(A) =0k (\) VIeK.
Wegen der Homogenitit des projektiven Raumes ist aber die Wahl des “Aufpunktes”
[vo] der Gerade frei und wegen der Isotropie die Wahl der “Richtung” [v;]. Es sollte fiir
die Abbildung des Korpers also keine Rolle spielen, welche Gerade wir betrachten. Wir
miissen hier, und diirfen auch, da wir in Urbild- und Bildraum bereits Basen {v;},. I,
und {w; },.; gewdhlthaben, vom affinen Standpunkt aus argumentieren, um Aussagen
tiber Faktoren ¢; (A\) machen zu kénnen. Nehmen wir einen projektiven Punkt

) [vi — vi] = [(vo + Av;) — (v + Avk)]

so definiert dieser, wie wir in Abbildung [7]sehen, gleich zwei kongruente Dreiecke im
Urbildraum (linke Figur). Das erste (blau gezeichnet) liegt in der Biindelebene [v;] v [vs]
und wird durch die Langen der beiden Vektoren v; und v, eindeutig festgelegt. Das
zweite (griin gezeichnet) erhélt man aus dem ersten durch Parallelverschiebung um v
und Streckung mit \. Es ist dann offensichtlich kongruent zu dem blauen Dreieck. Bil-
det man nun die dabei entstehenden Biindelebenen [v;] v [vi] und [vg + Av;] v [vg + Avg]
unter K ab, so sind die Bildebenen eindeutig festgelegt und aufgrund der Bijektivitit
verschieden. Es folgt dann offensichtlich wegen [v; — vi] € [v;] v [vg] aus den Eigen-
schaften der Kollineation:

K [v; — vg] € [wi] v [wg]
und wegen (B) auch:
K v, —vi] € [wo + a; (A) wi] v [wo + o (A) wy] -

Die Gerade K [v; — vi] ist also die Schnittgerade der beiden Bildebenen. Nun kon-
nen wir die Schnittgerade auch aus den Bildebenen selbst bestimmen. In der ersten
Biindelebene liegen alle Linearkombinationen von {w;,wy}, in der zweiten die von

{wo + 0; (N) wi, wo + o) (A) wy}. Fuir die Schnittpunkte muss also gelten:

a;w; + agwy = B (wo + 03 () wi) + B (wo + ok (A) we)
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mit zu bestimmenden Skalaren «;, ay, 3;, B € K. Ein Koeffizientenvergleich liefert:

a; = fio; (N) , ar = Brok (N) und By = -0,

und somit
K [v; — vg] =[5 (A) w; — o (A) wi] -
Des weiteren folgt fiir A = 1 wegen (4):

K [v; —v] = [w; —wi] ,
die beiden letzten Gleichungen kénnen aber nur gelten, falls
o, (A) =01 (A) VreK.
a

Geometrisch driickt diese Gleichung die Kongruenz der beiden Dreiecke in der
rechten Figur aus. Zwei der drei Seiten des blauen bzw. griinen Dreiecks in der rechten
Figur sind jeweils durch die Vektoren w; und wy bzw. ihre Parallelverschiebung um wyq
festgelegt. Die dritte Seite des blauen Dreiecks ist einfach der Vektor w; — wy,. Die dritte
Seite des griinen Dreiecks entsteht durch den Schnitt der Biindelebene [wy + o; (A) w;] v
[wo + ok (A) wi] mit der um wq parallelverschobenen Ebene [w;] v [wg]. Diese dritte
Seite ist also, da sie aus der Parallelverschiebung einer der beiden Biindelebenen ent-
steht, parallel zu der Schnittgerade [w; — wy], und damit parallel zu der dritten Seite
des blauen Dreiecks, woraus die Kongruenz des blauen und griinen Dreiecks auch in
der rechten Figur folgt.

[vo + No)] V [vg + My K([vo + Avi] V [vo + Avg]) = [wo + oi(Awi] V [wo + or(N)wi]
ABBILDUNG 7. Eindeutigkeit des Korperautomorphismus

Wir werden unter [(vi)|zeigen, dass die hier gefundene bijektive Abbildung ein Kor-
perautomorphismus ist.
(iv) Mit der oben gefundenen Abbildung o : K — K erfiillt die Kollineation:

(6) Klvg+Avr+ 4+ Apop] = [wo + o0 (M) wr + -+ 0 (M) wy] -

BEWEIS. Wir fithren den Beweis per Induktion. Fiir n = 1 folgt die Aussage aus

Gelte also (6). Sei

p:=[vo+ Avi +- -+ Apj1Vn41]
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dann konnen wir p auf zwei Arten aufteilen.

Zum einenistp = | vg + -+ + AUn + Antr1Unt1 | und damit
—_— —
a b

pE [a] v [b] = [vo + v + -+ + Apvn] V [Un+1] s

~ "

v
zum anderenist p = | vg + Apt1Uny1 +v1 + - + v, |, also
a’ b’

peld]v[V] = [vo+As1vng1] v [v1 4+ ]
C [vo + Ms1vns1] v [vi] v eoe v [vn]
Im ersten Fall folgt aus der Induktionsannahme (6) und
Kp € [wo + o (M) wi + 4+ 0 (M) wn] V [wni1] ,
im zweiten Fall folgt aus und
Kp € [wo + 0 (Ans1) wna] v [wi] v - v [wn] -

Es gibt also Skalare o, ', 3, 1, . . . , B, € K, sodass

a(wy+oM)wy+ -+ 0 (Ap)wy) + wp 1

= 6 (wo +o ()\n+1)wn+1) + ﬂlwl +- ﬂnwn € Kp~

Der Koeffizientenvergleich liefert nun:
a=08 , o =Bc(\1) und Bi=ac(N) Vie{l,...,n}.
Esistalso 8 (wg + o (A1) wy + -+ + 0 (A\p) wy) + B0 (An+1) Wpe1 und somit:

Kp=[wy+oM)ws+ - +0(At1)Wni1] -

|
(v) Fiir (A1,...,An) # (0,....,0) gilt{"
K[Mvr+ -+ o] =[o (M) wr + -+ 0 (M) wy] -
BEWEIS. Sei
p=[p] = [Mvi+-+ A
dann ist einerseits
pe[vi]v--vv],
wegen [(1) und [(ii)] also
Kpe[wi]v- v [w].
Auf der anderen Seite ist p sicher in der Ebene
p € [vo] vp=[vo] v[\vi+- -+ Aun] .

13Die Schreibweise (A1,...,2n) # (0,...,0) bedeutet hier, dass zwar beliebig viele der Koeffizienten )\;, aber eben nicht

alle verschwinden diirfen. Diese Voraussetzung ist fast selbstverstandlich, da [0] ¢ PV
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Die Basis dieser Ebene kann man nun auch anders wéahlen, denn aufgrund des Aus-
tauschsatzes erhilt man aus {vg, p} eine zweite Basis der selben Ebene, wenn man den
zweiten Vektor p durch einen Vektor vy + p ersetzt, der den urspriinglichen Reprasen-
tanten als Komponente enthalt:

pPE€ [Uo] \Y [’U() + /\1111 +--+ )\nvn] .

Fiir eine geometrische Anschauung dieses Sachverhaltes siehe Abbildung|8]
Wegen der Eigenschaften der Kollineation und erhalten wir also:

Kp € [wo] v [wo + o (A)wr + -+ 0 (An) wn] .
Es gibt demnach wieder Skalare (a1, ...,a,) # (0,...,0) in Kund 3, 8’ € K*, sodass
arwi + -+ apwy, = Pwo + ' (wo + o (M) wi + -+ 0 () wy) € Kp.
Ein Koeffizientenvergleich liefert wieder:
g=-3, a; =pF'oa(N) Vie{l,...,n}.
Demnach ist 8'c (A1) wy + - -+ + 8'o (\,) w, € Kp, also

Kp=[oc(A\)w +--+0A)wy] .

[vo + Aoy + -+ + Ao

[vo] V [Aror 4+ 4 Ay

&
[vo] V [vo + Avr 4+ -+ Ay

:
.
§§§ Vo
&

|
P =M+ A

ABBILDUNG 8. Zunichst liegt der Strahl p sicher in der Hyperebene [vi] v --- v
[vn]. Verschieben wir nun einen beliebigen Reprasentanten von p um vy in den
groBleren Raum [vg] v - - v [v,], so konnen wir die dadurch entstehende Ebene,
die nattirlich p enthélt, durch beliebige Seiten des oben gezeichneten Dreiecks
beschreiben, also auch durch [vg] v [vg + Mv1 + - - - + A, v,,]. Diese Aufteilung ist
also nicht zwingend, sondern lediglich so gewihlt, um zum einen das Ergebnis
aus verwenden zu konnen und zum anderen eine moglichst einfache Form
des zweiten Strahls zu erhalten.

(vi) Die induzierte bijektive Abbildung o : K — K aus|(iii))ist ein Kirperautomorphismus.

BEWEIS. Wir miissen also, nachdem wir die Bijektivitédt bereits in gezeigt ha-
ben, noch die Additivitdt und die Multiplikativitit zeigen.
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Additivitat: Wir betrachten
p:=[vo+ A+ p)vr +v2],
dann ist p =[(vg + Av1) + (o1 + v2)], also
p € [vo + Avi] v [pvr + v2] .

Wegen o (1) = 1 aus((iii)} [(iv)]und der Eigenschaft der Kollineation gilt dem-
nach fiir das Bild von p unter K:

Kp =[wo+0o A+ p)w +wa] € [wyg+ oA wi] v [o(p) w +ws] .
Es gibt also wieder Skalare 3, 5’ € K, sodass
wo + 0 (A + p)wy +ws =B (wo+0 (AN wr) + 6 (o (p)wr +ws) € Kp,
nach dem Koeffizientenvergleich sind 8 = 8’ = 1, und wir erhalten
ocA+p)=c(N)+o(p) .

BEMERKUNG. Die einzigen Skalare, die wir in der projektiven Geometrie festlegen
konnen sind Verhiltnisse (siehe auch Abbildung [4). Um also A und p in der obigen
projektiven Gerade zu fixieren, brauchen wir in den beiden zugehorigen Strahlen zu-
sétzlich zu vy jeweils mindestens zwei festgelegte Basisvektoren, von denen einer mit
A und der andere mit y gestreckt wird. Es sind also mindestens drei projektiv unab-
héngige Strahlen notwendig um die Additivitdt und wie wir im nichsten Schritt sehen

werden auch die Multiplikativitit von ¢ zu zeigen. Das ist der Grund fiir die Voraus-

setzung dim PV > 2 im Hauptsatz der projektiven Geometrie.

Multiplikativitdt: Wir betrachten:
p = [vo + A (pv1 +v2)] € [vo] v [pv1 + v2]

dann ist nach[(iv)jund

Kp = [wo + 0 (Ap) w1 + 0 (A) wa] € [wo] v [0 (1) wy + w2] .
Es gibt demnach Skalare 3, 5’ € K, sodass

wo + o (Ap) wy + 0 (N) wa = Bwo + B (0 (1) w1 + ws) € Kp,
und es folgt 8 = 1, ' = o (A) und schliefllich

o () = 7 (A r (1) -

]

Wir mussten ineine zusitzliche Dimension [vy] verwenden, um zu zeigen, dass
K auf dem Unterraum [vi] v - - - v [v,] eine Semiprojektivitit ist, konnen dieses Ergebnis
aber nun verwenden, um zu zeigen, dass K auf dem gesamten Raum V' = [vg]v- - -v[v,,]
eine Semiprojektivitit ist:
(vii) Fiir beliebige (Mo, ..., An) # (0,...,0) gilt:

K[Xvo + 4+ Avp] = [0 (Mo)wo + -+ + 0 (M) wn] -
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BEWEIS. Fiir Ay = 0 ist das die unter [(v)|bewiesene Aussage. Sei also Ao # 0. Dann

ist
[Movo + -+ + Ay ] = [vo+§—;vl+---+:\\—gvn] .

und wir erhalten mit[(iv)]

K[U0+%U1+"'+%Un:| = |:1U0+J(%)wl+"'+0(%)wn:| .
Nun ist aber

l=c(a'a)=0(a"")o(a) VaeK”,
und somit o (a~!) = o (). Wir haben also:
K [UO + %Ul 4+t %Un] — [wO +0 (,\0)_1 o ()\1) wy+- - +o ()\0)_1 o (/\n) wn] >
woraus direkt die Behauptung folgt. O
Zum Abschluss des Beweises sei noch bemerkt, dass wir durch
SUZ‘ = W; Vie In

eindeutig eine semilineare Abbildung festlegen konnen, die nach Schritt kompatibel zu un-
serer Kollineation K ist, d.h.
K[v] =[Sv] VYveV\{0}.

Die beliebig gewihlte Kollineation K ist also eine Semiprojektivitit. O

BEMERKUNG L.13. Artin verwendet in seinem Beweis im ersten Schritt eine Induktion nach dem
Dimensionsparameter n. Das hat zur Folge, dass der oben zitierte Hauptsatz streng genommen
nur fiir endlichdimensionale projektive Riume Giiltigkeit besitzt. Wir kénnen den Hauptsatz al-
lerdings so verallgemeinern, dass er auch fiir unendlichdimensionale Hilbertraume Giiltigkeit
behilt. Was wir dann als Konsequenz erhalten ist gerade das aus der Quantenmechanik bekannte
Wigner-Theorem. Siehe Kapitel

4. Strukturgruppe projektiver Riume

Die Strukturgruppe des projektiven Raumes ist, wie wir aus der Betrachtung des Hauptsatzes
der projektiven Geometrie bereits gelernt haben, die Gruppe der Semiprojektivitaten. Diese folgt
ganz nattirlich aus der Projektion der Strukturgruppe von K-Vektorraumen GL(n,K). So ist fiir

einen n-dimensionalen projektiven Raum PV:
SG(PV) = GL(n + 1,K) /K* .

Hierin, das heif8t in dem Herausteilen der Ahnlichkeitstransformationen (Streckungen und Stau-
chungen) aus der Linearen Gruppe, liegt die Ursache dafiir, dass es die Semiprojektivitdten und
eben nicht alleine die Projektivitdten sind, die die Strukturgruppe der projektiven Rdume ausma-
chen.



KAPITEL I

Physikalische Zustinde und projektiver Hilbertraum

Nachdem wir im letzten Kapitel einiges tiber die projektive Geometrie und insbesondere deren
Hauptsatz gelernt haben, wollen wir im folgenden die Anwendung dieser mathematischen Werk-
zeuge in der Quantenmechanik motivieren. Wir stellen der konkreten Ausfithrung zunéchst aber
eine Wiederholung der der Quantenmechanik zu Grunde liegenden Axiomatik voran. Im dritten
Abschnitt gehen wir dann kurz auf die Besonderheiten des quantenmechanischen Zustands ein,
und beleuchten im vierten Abschnitt dann den projektiven Charakter der Quantenmechanik.

1. Zustand, Observable und physikalisches System

Wir beginnen dieses einfiihrende Kapitel mit einigen Begriffskldarungen.

Physikalisches System. Unter einem physikalischen System wollen wir ein abgeschlossenes
Gebiet der Raumzeit verstehen, das den Naturgesetzen unterworfen ist, ganz gleich durch wel-
che physikalische Theorie diese Gesetze beschrieben werden.

Observable. Unter einer Observable verstehen wir eine zur Beschreibung eines physikali-
schen Systems geeignete Grofle, der durch eine Messung ein bestimmter Wert zugeordnet wird.
BEISPIEL: In der klassischen Mechanik ist eine Observable o eine Funktion auf dem Tangenti-

albtindel 7'Q) des Konfigurationsraums @)

0:TQ —> R,

wie zum Beispiel die Energie, eine Orts- oder eine Impulskomponente.

Zustand. Der Zustand eines physikalischen Systems ist ein Funktional, das allen Observa-
blen des Systems einen bestimmten Wert zuordnet.
BEISPIEL: In der Klassischen Mechanik ist ein Zustand z also ein Funktional auf dem Raum
der Funktionen auf T'Q:

z2:F(TQ)—>R:o0- z[o]=0(q,q) .

Zu jedem Punkt (gq,¢) € TQ gibt es also genau einen Zustand z. In diesem Sinne
konnen wir die Punkte des Tangentialbiindels T'Q) auch als Zustdnde bezeichnen.

Die moglichen Zustande eines physikalischen Systems, d.h die in der Natur beobachtbaren Zu-

stdnde, nennen wir kurz physikalische Zustiinde.

2. Die Axiome der Quantenmechanik

[A-I] Der Zustand eines quantenmechanischen Systems ist durch die Angabe eines Elements

a eines separablen Hilbertraums H eindeutig festgelegt.

35
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[A-1I] Die Observablen A des Systems werden durch hermitesche Operatoren A auf dem Hil-
bertraum H dargestellt.
[A-III] Der Formalismus des Messprozesses
o Als Ergebnisse einer Messung der Observablen A kommen nur Eigenwerte o des
zugehorigen Operators A in Frage.
e Nach einer Messung des Eigenwertes « befindet sich das System in dem durch
einen Eigenvektor a zu « représentierten Zustand.
o Die Wahrscheinlichkeit in einem durch b reprédsentierten Zustand den Eigenwert
o des Operators A zu messen ist gegeben durch die Wahrscheinlichkeit, dass der
durch b représentierte Zustand mit dem durch den Eigenvektor a zu a reprasen-
tierten Zustand tibereinstimmt
Kalby[*
Calay<blby*

Ist der Eigenraum zu a n-dimensional mit orthogonaler Basis {a*

(8) Wy =

} s0
ke{l,...,n}’
nennt man den Eigenwert o n-fach entartet, und die Wahrscheinlichkeit o zu mes-

sen istE]

S
9 W
Y = L @R G
o Der Mittelwert unendlich vieler Messungen der Observablen A in dem Zustand,
der durch den Vektor b € H reprasentiert wird, ist

<b|Ab>
o=
[A-IV] Die Zeitentwicklung des Systems ist gegeben durch die Schrodingergleichung

a kol
Zhé’ta a,

mit H dem Hamiltonoperator.

3. Besonderheiten des quantenmechanischen Zustandsbegriffs

Nach der obigen Begriffskldarung ist ein Zustand ein Funktional, das allen Observablen eines phy-
sikalischen Systems einen bestimmten Wert zuordnet. Wir konnen diesen Zustand also -wie in der
Klassischen Mechanik- durch das durch Messung entstehende Wertetupel charakterisieren. Dabei
unterscheidet sich die Quantenmechanik von der Klassischen Mechanik in zwei grundlegenden
Eigenschaften. Zum einen konnen wir nicht alle Observablen eines Systems gleichzeitig messen,
und zum anderen wird ein bestimmter Wert einer Observablen nur mit einer gewissen Wahr-
scheinlichkeit gemessen. Die erste Beobachtung fiihrt auf den Begriff einer Maximalzahl gleich-
zeitig messbarer Observablen, denen im Formalismus der Quantenmechanik ein “maximales”
Tupel kommutierender Operatoren zugeordnet ist. Aus den Axiomen haben wir nun gelernt, dass
als Messwerte fiir Observablen nur Eigenwerte der zugehorigen Operatoren in Frage kommen.
Wir kénnen den Zustand des quantenmechanischen Systems also als Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung tiber den Eigenwertspektren eines maximalen Operatortupels von gleichzeitig messbaren
Observablen beschreiben (siehe Abbildung|[i).

Twir unterschlagen bei diesem Zitat der Axiome der Quantenmechanik den Fall, dass A ein kontinuierliches Spektrum
besitzt. Es lassen sich jedoch die Formeln (8) und @) auf diesen Fall verallgemeinern.
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ABBILDUNG 1. Der quantenmechanische Zustand als Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung tiber den Eigenwertspektren eines maximalen Operatortupels von kommu-
tierenden Observablen. Das Integral der Wahrscheinlichkeiten tiber jedes einzel-
ne Spektrum muss natiirlich Eins ergeben.

Nun hingen weder die Eigenwertspektren, noch die Wahrscheinlichkeiten fiir die Messung ei-
nes bestimmten Eigenwertes von der Norm des Hilbertraumreprédsentanten ab, durch den der
betrachtete Zustand beschrieben wird (vgl. Eigenwertgleichung: Aa = aa bzw. (8) und @)). Dem-
nach beschreiben alle Vektoren Aa € H mit A € C* den selben Zustand.

4. Der Hilbertraum und der Raum der Zustinde

Der im ersten Axiom der Quantenmechanik postulierte separable Hilbertraum ist ein C-Vektorraum
mit sesquilinearem Skalarprodukt
¢y HxH — C
(a,0) = Lalb),
der beztiglich der durch das Skalarprodukt induzierten Norm
I " - R
a = a]:=/Kalay

abgeschlossen ist. Aus der Separabilitdt folgt dabei die Existenz einer abzidhlbaren Basis zu H.
Im folgenden Abschnitt wollen wir uns nun mit der Beziehung dieses Raums zu dem Raum der
physikalischen Zustande beschiftigen.

4.1. Projektiver Hilbertraum. Unser Ziel in diesem Abschnitt ist es, einen Raum zu kon-
struieren, in dem jedem physikalischen Zustand genau ein Punkt entspricht. Wie wir bereits im
letzten Abschnitt gelernt haben gehoren alle Repréasentanten in der Aquivalenzklasse

(10) [a] ={d' e H: d = pa, peC*}
zum selben Zustand. Den Zustanden entsprechen also komplexe Ursprungsgeraden in H.

Die Suche nach einem Raum in dem jedem Zustand genau ein Punkt zugeordnet wird, fithrt uns
also direkt auf den projektiven C-Hilbertraum PH.
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DEFINITION (projektiver Hilbertraum - vorldufig). Ersetzen wir in der Definition [[.1] des pro-
jektiven Raums den Vektorraum V durch einen Hilbertraum (H,{:|-)) mit dem Skalarprodukt
als zusdtzliche innere Struktur, so erhalten wir als Quotientenraum den sogenannten projektiven
Hilbertraum

PH := H/C* .

Auf diesem Raum koénnen wir wegen der zusétzlichen Struktur auf (H,<-|-)) auch eine intrinsi-
sche Struktur erwarten (siehe Abschnitt{4.1.3)), betrachten aber zunachst das topologische Ausse-
hen des projektiven Hilbertraums.

4.1.1. Topologische Struktur des projektiven Hilbertraums. Wie im [I| Kapitel kann man die Zen-
tralprojektion 7 : H — PH verwenden, um eine gewisse geometrische Anschauung von dem

projektiven Hilbertraum zu erhalten. Die Faser dieser Projektion ist wieder:
m'(a)={d eH:d =)o, \eC*}.

Aufgrund der durch das Skalarprodukt induzierten Norm auf  kann man auch in 7 eine Sphére
(unendlicher Dimension) definieren, die in H eingebettet ist:

S*:={aeH: ||a| =1} .
Wir schréanken 7 ein und erhalten:
7T|S,j : 8% > PH
mit der Faser
(71'|S‘;,4)_1 (a)={d' €eH:d =Xa, \e UQ1), |a| =1} .
Man kann nun wieder die Orbits der U(1) auf der S* < 'H herausteilen, wir schreiben S* :=

S /U(1) und erhilt den Homéomorphismus:
7r|§‘[ : 8% PH.

Der projektive Hilbertraum PH ist also homdomorph zu S*/U(1). Wir halten fest:

(11) [PH ~ $7/U()].

Zu jedem Strahl a € PH gehort also genau ein Orbit der U(1) auf der S*. Wir wollen diese Orbits,
also die Elemente von 5*/U(1), als Einheitskreise a bezeichnen; eine Notation, die in Abbildung 2]
veranschaulicht wird:

(12) ar={deS"cH:d =X, AeU(1)} .

Bereits im letzten Abschnitt haben wir gelernt, dass jedem Zustand und damit jedem Strahl in
PH auch ein Orbit der Gruppe C* auf H entspricht:

a:=[a]={deH:d =pa, peC*}.

Wir haben also verschiedenene “Gesichter” quantenmechanischer Zustidnde kennen gelernt, die
wir hier nochmals zusammenfassen. Die quantenmechanischen Zustidnde sind Wahrscheinlich-
keitsverteilungen tiber den Eigenwertspektren eines maximalen Tupels kommutierender Opera-

toren, die in bijektiver Korrespondenz stehen zu den

o Elementen (Strahlen) des projektiven Hilbertraums PH,
o Orbits des U(1) auf der Einheitssphdre S* € H.
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Der Hilbertraum der Repridsentanten quantenmechanischer Zustédnde tragt demnach eine nattir-
liche Prinzipalbiindelstruktur. Die Unterscheidung die wir hier machen ist in der Sprache der

Prinzipalbtindel die Unterscheidung zwischen den beiden Biindeln:

U(l) —_— g und Cx ——H
S /U(1) PH

Es sei an dieser Stelle nochmals explizit darauf hingewiesen dass sich die Rdume S*/U(1) und
PH = H/C* als Quotientenraume nicht voneinander unterscheiden. Der einzige Unterschied
liegt innerhalb der Aquivalenzklassen. So sind beispielsweise im ersten Fall nur normierte Re-
prasentanten von Zustdnden zugelassen; es wird also die Interpretation des Normquadrates der
Repréasentanten als Gesamtwahrscheinlichkeit betont. Im zweiten Fall sind Représentanten belie-
biger Norm zugelassen; hier tritt also der projektive Charakter quantenmechanischer Zustiande in
den Vordergrund. Es ist aber natiirlich auch hier eine Wahrscheinlichkeitsinterpretation moglich,
bei der man dann aber eben die Norm der Vektoren berticksichtigen muss (siehe Abschnitt[4.1.3).

4.1.2. Zustinde, Strahlen und Einheitskreise. Der Zusammenhang zwischen Strahlen (Orbits
von C* in H) und Einheitskreisen (Orbits der U(1) auf S*) wird nochmals in Abbﬂdung ver-
deutlicht.

Sphére

ABBILDUNG 2. Der Einheitskreis a € S /U (1) als Schnittmenge des komplexen
Strahls a € PH und der Sphédre S™.

Gezeichnet sind die Einbettungen von a bzw. a in H im Spezialfall eines dreidi-
mensionalen Hilbertraums.

Wir werden in dieser Arbeit beide Interpretationsweisen verwenden und genauer beleuchten,
indem wir verschiedene Beweise des Wigner-Theorems einander gegentiberstellen. Steven Wein-
berg betrachtet in seinem Beweis des Wigner-Theorems in [Wei95b], den wir in Kapitel [[V|ndher
beleuchten, Einheitskreise; wohingegen der oft zitierte Beweis von Valentine Bargmann [Bar64]
eine Verallgemeinerung dieser Einheitskreise verwendet, die er aus den Orbits der U(1) auf dem
Hilbertraum H erhilt. Wir werden diese U(1)-Orbits in der gesamten Arbeit als Kreise bezeich-
nen. Auch wenn sich Bargmann mit dieser Verallgemeinerung in gewissem Sinne von der projek-

tiven Interpretationsweise des Wigner-Theorems distanziert, ist eine Betrachtung seines Beweises
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dennoch auch aus geometrischer Sicht interessant, da man von ihm aus Parallelen zu dem Beweis
des Hauptsatzes der projektiven Geometrie von Emil Artin ziehen kann (siehe Kapitel[V). Eine ge-
nauere Analyse der projektiven Struktur des Wigner-Theorems, bei der wir die Interpretation der
Zustdnde als Strahlen verwenden, fithrt dabei auf das interessante Ergebnis, dass das 1931 von
Eugen Wigner vorgestellte Theorem eine Verallgemeinerung des in Kapitel [If fiir K-Vektorraume
diskutierten Hauptsatzes der projektiven Geometrie auf projektive Hilbertraume ist (siehe Kapi-

tel [VI).

Neben der im Allgemeinen unendlichen Dimension haben Hilbertraume in dem Skalarprodukt
nun auch eine zusétzliche Struktur. Auch fiir diese Struktur gibt es eine kanonische “Projektion”
auf den projektiven Hilbertraum PH.

4.1.3. Intrinsische Struktur. Das Skalarprodukt {-|-) : H x H — C induziert auf dem projekti-
ven Hilbertraum PH eine intrinsische Struktur:

©: PHxPH — R
(13) Kalb)[?

(a,b) = a0b:= gogns Vaca beb.

Es sind nun zum besseren Verstidndnis dieser Struktur einige Bemerkungen zu machen:

¢ Die reelwertige Funktion ® : PH x PH — R ist wohldefiniert, da fiir zwei beliebige

andere Représentanten ¢’ € a, b’ € b gilt:

L N D
O~ JualP ol alP ol

o Wie wir weiter unten zeigen werden, ist der Wertebereich von ® : PH x PH — R auf

X

u,veC

[0;1] < R beschrankt, desweiteren ist a © b genau dann gleich Eins, wenn die beiden
Strahlen (Zustdnde) a und b gleich sind. Man koénnte die Gréle a® b € [0;1] < R
also als Ubergangswahrscheinlichkeit zwischen den Zustdnden a, b € PH interpretieren.
Aufgrund dieser Interpretation nennen wir die in definierte Abbildung auch Wahr-
scheinlichkeitsfunktion.

e Die Abbildung ® : PH x PH — R ist kein Skalarprodukt auf PH, da der projektive
Raum kein linearer Raum ist. Demnach scheitert auch jeder Versuch auf PH mit Hilfe

der Funktion ® : PH x PH — R eine Norm zu definieren:

2
a=%=l VaoeacH, VaePH.
lal” lla]

Wir haben bereits im letzten Kapitel gesehen, dass die Elemente des projektiven Raumes
lediglich in ihrer Richtung und nicht in ihrer Lange festgelegt sind. Die Tatsache, dass
a®a = 1 fur beliebige Strahlen a € PH gilt, entspricht lediglich dem einleuchtenden
Umstand, dass jeder Zustand natiirlich mit sich selbst {ibereinstimmt.

¢ Betrachten wir den zweiten Raum S*/U (1), so konnen wir hier die selbe Funktion
definieren, mit dem einzigen Unterschied, dass die Einheitskreise a € S*/U (1) nur

normierte Reprasentanten haben:

O: (S7/UM)x(s*/U(1) — R

(14) 2
(a,b) — a@b:=[alb)|” Vaea, beb.

Wir kénnen nun also unsere Definition vom Anfang des Kapitels etwas konkreter formulieren.
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DEFINITION II.1 (projektiver Hilbertraum). Der projektive Hilbertraum (PH, ®) ist ein projek-

tiver Vektorraum PH zusammen mit einer zusitzlichen Struktur

©®:PH x PH >R,

die wie in durch das Skalarprodukt auf H induziert wird.

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir noch zeigen, dass man auf PH mit der Funktion
® : PH — PH eine sehr niitzliche Struktur zur Uberpriifung der “linearen Abhingigkeit” bzw.
Ubereinstimmung von Zustinden oder projektiven Punkten im Allgemeinen hat:

LEMMA I1.2 (Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung fiir Projektive Hilbertrdume). Die Funktion ® :
PH x PH — R nimmt nur Werte in [0; 1] € R an und fiir die beiden Extremuwerte folgt:

(15) a®Ob=0 = alb Yaea beb
und
(16) a@b=1 = a=b.

BEWEIS. Die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung besagt, dass auf K-Vektorrdaumen V' mit po-
sitiv definitem Skalarprodukt (:|-) : V x V — K gilt:

Kaly)l* < (alz) yly)
und weiter, dass
Kalpl® = @) ylyy < z=My.

Aus der ersten Gleichung folgert man sofort ©® : PH x PH — [0; 1] < R und aus der zweiten folgt
(16). Gleichung (15) folgt trivial aus der positiven Definitheit des Betrags auf C. 4






KAPITEL III

Symmetrien

Symmetrien werden in der Physik durch Gruppenwirkungen bzw. durch Invarianz unter solchen
Gruppenwirkungen beschrieben. So folgen aus der Invarianz der Lagrangefunktion eines phy-
sikalischen Systems unter einer bestimmten Gruppenwirkung Erhaltungsgrofien. Das entspre-
chende Theorem wurde bekanntlich 1918 von Emmy Noether bewiesen [Noel18]. Entsprechend
der giangigen Terminologie nennen wir die durch die Gruppenwirkung auf dem Raum der Zu-
stinde induzierten Transformationen selbst Symmetrien oder Symmetrietransformationen. Im ers-
ten Abschnitt verdeutlichen wir uns die Gruppenstruktur dieser Transformationen anhand eines
Beispiels und zitieren dann die zentrale Definition einer Symmetrietransformation in der Quan-
tenmechanik. Wir verlieren im zweiten Abschnitt dann einige Worte tiber die Strukturgruppe des
projektiven Hilbertraums und kiimmern uns dann in Abschnitt 3| um die Probleme, die bei der
Realisierung solcher Symmetrien auf dem Hilbertraum auftauchen kdnnen. Dabei fiihrt uns der
projektive Charakter der Quantenmechanik auf die so genannten projektiven Darstellungen, die
wir im Lichte der Gruppenkohomologie analysieren wollen. Im letzten Abschnitt [ zitieren wir
dann das Theorem von Eugen Wigner {iber die Realisierung von Symmetrietransformationen auf
dem Hilbertraum und leiten so iiber zu den verschiedenen Beweisen dieses Theorems, die wir in

den folgenden Kapiteln diskutieren werden.

1. Grundlegende Definitionen und Gruppenstruktur

Im einfachsten Fall kann man eine Symmetrietransformation als einen Wechsel des Beobachters
bzw. des Standpunktes, von dem ein physikalisches System (im selben Zustand) betrachtet wird,
verstehen (passive Interpretation). Setzen wir uns nun in eines der Koordinatensysteme und be-
obachten das System in dem Zustand a, so konnen wir, unter Kenntnis der “Achsentransforma-
tion” T~!, vorhersagen, dass der zweite Beobachter das System beziiglich seiner Koordinaten in
dem Zustand a’ = Ta sehen wird (aktive Interpretation). Wir kennen diese Koordinatentransfor-
mationen sehr gut aus der klassischen Mechanik, wo es die Galilei- bzw. die Poincaré-Gruppe ist,
die solche Symmetrietransformationen beschreibt. Es ist einleuchtend, dass solche Symmetrien,
wie der Name bereits suggeriert, bijektive, also umkehrbare Abbildungen sind. Es geht also bei
Symmetrietransformationen insbesondere keine Information tiber das System verloren. Gibt es
mehr als zwei Beobachter, so induziert dies eine kanonische Verkniipfung zwischen den Symme-

trietransformationen, die Hintereinanderausfiihrung;:

Diese Verkniipfung ist assoziativ:

43
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T3 (TeTy) = (T3T2) Ty

und wir haben in diesem Fall also offensichtlich eine Gruppenstruktur vorliegen.

Die definierende Eigenschaft einer Symmetrie in der Quantenmechanik ist die folgende.

DEFINITION IIL.1 (Symmetrietransformation). Unter einer Symmetrietransformation verstehen
wir eine Abbildung auf dem Raum der physikalischen Zustande, die

[SI] die Ubergangswahrscheinlichkeiten respektiert.
[SII] eine Umkehrabbildung besitzt, die ebenfalls die Ubergangswahrscheinlichkeiten re-
spektiert]

"Wir nennen die zweite Eigenschaft, die eigentlich direkt aus der zu Grunde liegenden Gruppenstruktur folgt, kurz
Physikalische Umkehrbarkeit.

In unserem Bild des Beobachterwechsels ist diese Definition einleuchtend. Nattirlich sollen int-
rinsische Grofen des physikalischen Systems, wie die Ubergangswahrscheinlichkeiten, nicht von
der Wahl des Bezugssystems abhdngen, und demnach unter Symmetrietransformationen invari-
ant bleiben. Umgekehrt sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten die einzigen Messgrofen, die
uns zur Verfligung stehen, um festzustellen, ob sich an einem quantenmechanischen System et-
was verdndert hat.

Auf dem Projektiven Hilbertraum PH konnen wir diese Definition mit Hilfe der Wahrscheinlich-
keitsfunktion ® : PH x PH — R aus Kapitel [[l|schreiben. Sei also

T: PH—>PH

eine Symmetrietransformation, dann werden die Bedingungen [SI]jund zu:
[SI] Erhaltung der Ubergangswahrscheinlichkeit.
Ta®Tb=a®b Va,bePH

[SII] Physikalische Umkehrbarkeit.
Zujedem T existiert ein T !, sodass T !T = TT ! = idpy und

T !la@T 'b=a@®b VabePH;

Betrachten wir speziell nur normierte Reprasentanten physikalischer Zustdnde, so erhalten wir
Realisierungen der Symmetrietransformationen auf S* < H. Wir wollen das auch in unserer

Notation kenntlich machen, und schreiben in diesem Fall:

T:8%/U(1) - S*/U (1)

fiir die Symmetrietransformation. Die entsprechenden Gleichungen sind:

[SI] Ta@Tb=a®b Va,be S*/U (1)
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[SII] Zujedem T existiert ein T, sodass T 'T = TT~! = idg=,y(1) und

T !'a@T 'b=a®b Va,beS*/U(1).

DEFINITION III.2 (Quasiunitaritdt). Die erste Eigenschaft der Symmetrietransformation, die die
Erhaltung der Ubergangswahrscheinlichkeit ausdriickt:

Ta®Tb=a@®b bzw. Ta®Tb=a@®b

bezeichnen wir kurz als Quasiunitaritit.

2. Strukturgruppe des projektiven Hilbertraums

Im Allgemeinen wird eine Symmetrietransformation in der Quantenmechanik also durch eine
Gruppenwirkung
G xPH—PH

beschrieben. Es gibt demnach einen Gruppenhomomorphismus von G in die Strukturgruppe des
projektiven Hilbertraumes:

p: G — SG(PH)=Aut(PH)
g = p=T(g)-
Dies hat nattirlich Konsequenzen fiir die gesuchten Realisierungen auf dem linearen Raum H,
sieche dazu den nidchsten Abschnitt.

Die Strukturgruppe des projektiven Hilbertraums (PH,®) resultiert, analog zu derjenigen all-
gemeiner projektiver Rdume, aus der Projektion der Strukturgruppe des Hilbertraumes (H, {-|-))
(vgl. Abschnitt[din Kapitel [[). Sie kommt demnach aus denjenigen Transformationen, die neben
der Vektorraumstruktur von H auch das Skalarprodukt {:|-) : H x H — C invariant lassen, eben
aus der unitaren Gruppe U(H).
SG(PH) = U(H) /C*.

Alles, was von den unitdren Transformationen auf H nach der Projektion iibrig bleibt ist also die
Erhaltung der Orthogonalitédt projektiver Strahlen, die wir ebenso durch die Invarianz der intrin-
sischen Struktur ® : PH x PH — R ausdriicken konnen. Dass die Transformationen, die dabei
herauskommen gerade die quasiunitdren Abbildungen sind, liegt auf der Hand. Dass man aller-
dings auch den umgekehrten Weg gehen kann und aus den quasiunitiaren Abbildungen zwischen
projektiven Hilbertraumen immer auch kompatible, semiunitdre Transformationen erhilt, ist Ge-
genstand des Wigner-Theorems, das wir in Abschnitt [4] zitieren und in den folgenden Kapiteln
auf verschiedenste Weise untersuchen und beweisen werden (siehe Kapitel und [VI).

3. Konsequenzen auf dem Raum der Reprdsentanten

Wir wollen nun die Konsequenzen der Gruppenstruktur von Symmetrien fiir die Realisierungen
auf dem (linearen) Hilbertraum etwas genauer analysieren. Wir werden uns dabei den Begriffen
aus der Gruppenkohomologie bedienen. Eine knappe Einfithrung in die hier verwendeten Be-
grifflichkeiten fiir den Spezialfall der Gruppenkohomologie mit Koeffizienten in R findet man in
Anhang [Al Zundchst wollen wir nun aber sagen, was wir unter einer solchen Realisierung auf
dem Hilbertraum 7 tiberhaupt verstehen.
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DEFINITION IIL.3 (Kompatibilitit). Eine Abbildung A : H — H heifst kompatibel zu einer Sym-
metrietransformation auf dem Raum der physikalischen Zustidnde, wenn folgendes gilt:
Der unter einer Symmetrie transformierte Zustand Ta = Ta wird genau dann durch den Vektor Aa € H
repriisentiert, falls der Vektor a € H den untransformierten Zustand a = a reprisentiert.
In Formeln also:

AaeTa Vaca.

DEFINITION III.4 (Quasiunitaritédt einer kompatiblen Abbildung). Ist die Abbildung A: H — H
kompatibel zu einer quasiunitdren Abbildung A : PH — PH, so nennen wir auch A quasiunitir.
Insbesondere folgt dann nattirlich

KAal AR Calb)?
[Aal? JAD[ ~ Jal® o

VYa,be H.

Es sind also genau die kompatiblen Abbildungen, die die Wirkung der Symmetrietransformatio-
nen auf dem Hilbertraum beschreiben. Man definiert deshalb:

DEFINITION IIL5 (Realisierung). Eine zu einer Symmetrietransformation T : PH — PH kompa-

tible Abbildung A : H — H heifst Realisierung dieser Symmetrietransformation auf .

Nun, da wir gesagt haben, was wir unter der Realisierung einer Symmetrietransformation auf
dem Hilbertraum H verstehen, betrachten wir die Verkntipfung solcher Transformationen et-
was genauer. Wir beschrianken uns dabei auf die normierten Reprasentanten von Zustdnden,
betrachten also die Symmetrietransformationen T : S*/U (1) — S*/U (1) und eine Realisie-
rung A(T) : H — H dieser Transformationen auf dem Hilbertraum. Die Verkniipfung von zwei
Symmetrietransformationen wird dann in folgendem Diagramm dargestellt:

A(T2)A(Tq)
H=—>H— >N

i A(Ty) i A(Tz2) i

S IU) — > §% U (1) — 25 5% /U(1)

—_— P Y\ =
T2Ta

Offensichtlich fithren sowohl A (T3) A (T1), als auch A (T T) auf Représentanten des selben Zu-
stands

[A(T2) A(T1)a] =[A(T2T1)a] Vae™H.
Da nun aber die normierten Reprasentanten eines Zustands lediglich bis auf einen Phasenfaktor
bestimmt sind, erhalten wir daraus als Realisierung eine so genannte projektive Darstellung der

Symmetrietransformation auf dem Hilbertraum:

A(T2) A(Ty) = ?T2TIA(T,Ty)

die durch das Auftauchen einer zusdtzlichen Phase ¢ : p(G) x p(G) — R/27Z in der Grup-
penmultiplikation charakterisiert wird. Dass diese projektive Phase nicht von dem Vektor a € H
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abhingt, folgt aus der Tatsache, dass wir die Realisierung A auf dem Hilbertraum immer semili-

near wahlen kénnenﬂ
e A(ToT) (a+b) = A(T2)A(T1)(a+b)
= A(T2)A(T1)a+A(T2) A(T1)b
€i¢“A (T2T1) a + €i¢bA (T2T1) b,

€i¢(a+l’)A (T2T1) a + ei(’b(“*’b)A (T2T1) b

wonach also ¢u14) = ¢ = ¢p. Wir haben dabei insgeheim vorausgesetzt, dass es sich bei a
und b um zwei linear unabhingige Reprédsentanten superponierbarer Zustdnde handelt. Dann
sind wegen der Semilinearitit der Realisierung A (T) auch die Bilder A(T2T1)a und A(T2T1)b
linear unabhéngig, und ein Koeffizientenvergleich macht tatséchlich SinnEI Setzen wir voraus,
dass die Gruppenwirkung von G auf PH = 5 /U(1) effektiv ist, d.h. das einzige Element, das
trivial auf PH wirkt, ist die Einheit e € G. Dann ist die Abbildung p : G — p(G) : gx — Ty
injektiv, und wir haben eine eindeutige Beziehung zwischen Elementen der Gruppe G und den
Symmetrietransformationen auf PH. Die Phase ¢ (T3, T1) € R/27Z induziert demnach auch eine
Abbildung aus G' x G in die reellen Zahlen (modulo 27). Diese Abbildung bezeichnen wir mit

dem selben Buchstaben:
¢: GxG — R/21Z
(91,92) = ¢(g2,91) = & (T2, Ty) .

Nattirlich wollen wir, dass A auch eine Realisierung der Gruppe G auf H im herkémmlichen Sin-
ne ist, die durch Hintereinanderausfithrung induzierte Verkniipfung zwischen den semilinearen

Transformationen A soll also assoziativ sein:

(A(g3) A(g2)) A(g1) = A(g3) (A(g2) A(g1)) -

Das fiihrt vermittels der Schritte

(A(g3) A(g2)) A1) = Al(gs)(Alg2) A(g1))
ei®(93,92) A (93g2) A (1) = ei®(92,91) A (93) A (g291)
otle(93,92)+b(g392,91)] 4 (93g291) = etle(92,91)+6(g3,9291)] 4 (939291)

auf eine Kozykelbedingung fiir die projektive Phaseﬂ

¢ (93, 92) + ¢ (9392, 91) = ¢ (g3, 9291) + ¢ (92, 91) < §¢=0.

Diese Aussage ist ein Teil des Wigner-Theorems und wird spéter noch in aller Ausfiihrlichkeit und auf verschiedenen
Wegen bewiesen.

%Der Hilbertraum der Représentanten aller Zustande zerfallt wegen der Superauswahlregeln in kleinere Unterraume von
Représentanten superponierbarer Zustiande. Die Superauswahlregeln sind dabei aus dem Experiment bekannte Regeln,
die es verbieten Zustinde unterschiedlicher Ladung Q, Baryonenzahl B, Leptonenzahl L oder Spinstatistik £ = (—1)%°
zu superponieren. Superponierbare Zustdnde, und mit ihnen die so genannten kohérenten Teilrdume von H werden
demnach durch Zahlentupel (Q, B, L, &, . . . ) charakterisiert. Das spiegelt die Tatsache wieder, dass in der Natur lediglich
Teilchen mit eindeutig bestimmter Ladung, Baryonenzahl, Leptonenzahl und Spin-Statistik vorkommen.

3Die Aquivalenz (“<") folgt dabei aus der Definition der “&uBeren Ableitung” ™ in der Gruppenkohomologie (Definiti-
on[A.2) im Anhang:

(6%¢) (93,92, 91) = ¢ (92, 91) — D (9392, 91) + ¢ (g3, 9291) — ¢ (g3, 92) -
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Diese Bedingung ist nattirlich trivial erfiillt, falls ¢ ein Korand ist:

(17) ¢ (92,91) = a(g201) — a(g92) — a(g1) & ¢=-da.
In diesem Fall ldsst sich aus A durch die Umdefinition

(18) A— A =eA

eine ordinére, nicht-projektive Realisierung machen. Wir haben nédmlich:

Al (92) Al (91)

e(92) g (92) el91) A (91)
_ ea(g2)+a(g1)e¢(9291)14(9291)

= ) A (gag)
= A/(9291)-

Wie im Anhang beschrieben, nennt man die projektive Phase ¢ : G x G — R/27Z einen 2-Kozykel
und die Funktion o : G — R/27Z eine 1-Kokette der Gruppe G mit Werten in R/27Z. Kann man
¢ wie in Gleichung aus einem 1-Kozykel erhalten, so nennt man ¢ einen 2-Korand. Die Be-
ziehungen zwischen Kozykeln und Kordandern von Gruppen sind der Struktur nach die selben,
wie die aus der de Rham-Kohomologie bekannten Beziehungen zwischen geschlossenen und ex-
akten k-Formen. So kann man auch hier Kohomologiegruppen H” (G,R/27Z) =~ H" (G,R/Z)
bilden, die als Elemente Aquivalenzklassen kohomologer Kozykel enthalten (siche Anhang H
Wir haben also:

BEDINGUNG IIL6. Eine hinreichende Bedingung dafiir, dass die projektiven Phasen beliebiger
Realisierungen einer Symmetrietransformation auf H zum Verschwinden gebracht werden kon-

nen, ist die Trivialitdt der zweiten Kohomologiegruppe der zugehérigen Gruppe G

H?(G,R/27Z) = {0} .

BEWEIS. Ist die zweite Kohomologiegruppe der Gruppe G trivial, so ist das einzige Element
in H? (G,R/27Z) die Aquivalenzklasse des trivialen 2-Kozykels ¢y = 0. Jeder 2-Kozykel von G
ist dann kohomolog zu diesem trivialen Kozykel, unterscheidet sich von diesem also lediglich
durch einen 2-Korand. Damit sind aber alle 2-Kozykel in G 2-Kordnder. Man findet zu beliebigen
projektiven Phasen ¢ also immer einen 1-Kozykel o, der ¢ wie in (17) erzeugt, das heifit ¢ = —52q,
und kann demnach eine projektive Darstellung A auf H immer in der Form umdefinieren. O

Diese Bedingung ist nattirlich nicht notwendig, da im Allgemeinen nicht alle denkbaren 2-Kozykel
der Gruppe G aus projektiven Phasen stammen. Es gentigt schliefSlich, dass die durch projektive
Phasen induzierten 2-Kozykel der Gruppe G 2-Korédnder sind.

In Abschnitt 2.7 des Buches “The Quantum Theory of Fields, I” von Steven Weinberg [Wei95b), S.
81 ff] macht der Autor deutlich, dass die projektive Phase einer Realisierung auf H der Ursprung
der so genannten Zentralladungen der entsprechenden Liealgebra von Erzeugenden der Trans-
formationen auf H sind. Weinberg nutzt diese Interpretation dazu aus, ein Theorem zu beweisen,
das besagt, dass die projektive Phase immer dann trivial gewédhlt werden kann, wenn beide der

folgenden Bedingungen erfiillt sind:

4Zwei Kozykel heiflen kohomolog, wenn sie sich lediglich um einen Korand unterscheiden.
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(a) Die Zentralladungen kénnen durch eine Umdefinition der Erzeugenden zum Ver-
schwinden gebracht werden.

(b) Die Gruppe ist einfach zusammenhé&ngend.

Wir kénnen an dieser Stelle nun aber die begriindete Vermutung dufsern, dass sich die oben be-
wiesene algebraische Bedingung [[I1.6| fiir das Verschwinden der projektiven Phasen einer Reali-
sierung alleine aus der zweiten Bedingung (b) ergibt. Wir miissen dazu zeigen:

VERMUTUNG II1.7. Die zweite Kohomologiegruppe H* (G, R/27Z) ist trivial, falls die Gruppe G ein-
fach zusammenhiingend ist, das heif$t, wenn die Homotopiegruppen o (G) und w1 (G) der Liegruppe G
verschwinden:

m<1(G)=0 = H*(G,R/21Z)=0.

BEWEISIDEE. HZu einer beliebigen Gruppe G gibt es eine Faserung EG ZAR BG, ein so ge-
nanntes universelles G-Biindel, sodass EG eine zusammenziehbare Mannigfaltigkeit ist. Insbe-
sondere gilt dann 7, (EG) = 0 Vn. Zu dieser Faserung gibt es dann eine lange exakte Homoto-

piesequenz:
= o (G) o mdEG) o m,(BG) - w,-1(G) _’W_’ SR
aus der wir nach Konstruktion (7, (EG) = 0) und wegen der Exaktheit der obigen Sequenz Iso-
morphismen
7 (BG) = w,—1(G) VneN
erhalten.

Nun sind nach Voraussetzung mo(G) = 0 = m1(G), wonach also auch 71 (BG) = 0 = m3(BG).
Nach dem Satz von Hurewicz [Bre93, S. 475 ff] gilt dann fiir die Homologiegruppen H; (BG,Z) =
0 = H,(BG,Z). Mit Hilfe von [Wei95a, Theorem 6.10.5] folgt daraus dann H; (G,Z) = 0 =
H, (G, Z). Wir konnen dann ein universelles Koeffizienten-Theorem fiir die Gruppenkohomolo-
gie anwenden [Bro82, S.60]. Dieses liefert uns fiir ein G-Modul M, auf dem G trivial wirkt, die
kurze exakte Sequenz:

0 — Bxty(H,_1(G,Z),M) - H" (G, M) — Hom(H,, (G,Z),M) — 0.

Fiir n = 2 folgt daraus, dass

0 — Ext} “ZY, M) — H? (G, M) - Hom(He&5Z), M) — 0,

H%(G,M) =0

also:

fiir einen beliebigen G-Modul M, auf dem G trivial wirkt. Bei der Betrachtung der Gruppenko-
homologie in Anhang|A|hatten wir als G-Modul R, in obiger Bedingung hatten wir R/27Z
als G-Modul und in beiden Fillen ist die Gruppenwirkung auf dem Modul trivial, es folgt also
die Behauptung. O

Eine Folge dieser Vermutung wére dann, dass die erste Bedingung (a) des Theorems von Steven
Weinberg tiberfliissig ist.

5Die hier zusammengefasste Beweisidee erwuchs aus einer personlichen Diskussion mit Jun.-Prof. Dr. Marc Nieper-
WiBkirchen, FB Mathematik, Johannes Gutenberg-Universitit Mainz.
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Nach diesem Ausflug in die homologische Algebra kommen wir nun zuriick zu dem Theorem,
das gewdhrleistet, dass wir beliebige Realisierungen von Symmetrietransformationen auf dem
Hilbertraum semiunitar wahlen kénnen.

4. Das Wigner-Theorem

Nachdem wir nun also wissen, was wir unter einer Symmetrietransformation verstehen, sind wir
in der Lage das Wigner-Theorem zu formulieren.

THEOREM II1.8 (Wigner-Theorem). Eine Symmetrietransformation zwischen physikalischen Zustin-
den kann auf der Stufe der Reprisentanten, das heifst auf dem Hilbertraum H, immer als entweder uni-

tirer oder antiunitirer Operator dargestellt werden.

In der Sprache kommutativer Diagramme kann man das Wigner-Theorem wie folgt ausdriicken:

U
H-——>H
i - i

PH —> PH

mit T quasiunitdr und U semiunitdr. Wir wollen also eine semiunitdre Hochhebung (“Lift”) U der
quasiunitdren Abbildung T finden.

Wie bereits in Kapitel [l bemerkt, gibt es verschiedene Darstellungen der Représentanten physi-
kalischer Zustdnde im Hilbertraum und dementsprechend auch verschiedene Vorgehensweisen
beim Beweis des Wigner-Theorems. Wir wollen in den folgenden Kapiteln drei dieser Vorgehens-
weisen gegentiberstellen.



KAPITEL IV

Beweis des Wigner-Theorems nach Weinberg

Wir orientieren unsere Ausfithrungen in diesem Kapitel an der Argumentation von Steven Wein-
berg [Wei95b, S. 91 ff], stellen aber der eigentlichen Konstruktion von Weinberg in Abschnitt
einige Bemerkungen voran, die uns auch in den folgenden Kapiteln hilfreich sein werden. Wein-
berg lasst in seinem Beweis des Wigner-Theorems im Gegensatz zu Bargmann (Kap. [V) und zu
dem in Kapitel [V vorgestellten Beweis als Repréasentanten physikalischer Zustande lediglich nor-
mierte Vektoren zu. Um diesen Unterschied zu verdeutlichen schreiben wir fiir den Quotienten-
raum PH = (H\ {0}) /C* in dem ganzen Kapitel S*/U(1) und fiir die Symmetrietransformation
konsequenterweise
T:5%/U(1) - S*/U(1) .

Die Aquivalenzklassen sind in diesem Kapitel also die Orbits der U(1) auf der Sphare, die wir,
wie zuvor, als Einheitskreise bezeichnen. Wir formulieren in dieser Beschreibung zunichst das

Wigner-Theorem:

THEOREM IV.1 (Wigner-Theorem in der Beschreibung durch Einheitskreise). Sei T : S™/U (1) —
S JU (1) eine Symmetrietransformation auf dem projektiven Hilbertraum, d.h.

[SI] T lasst die Ubergangswahrscheinlichkeiten invariant:
Ta@Tb=a@®b Va,beS*/U(1).

[SII] zu T gibt es eine Inverse T, die ebenfalls die Ubergangswahrscheinlichkeiten re-
spektiert
T !'a@T 'b=a®b Va,beS*/U(1).

Dann gibt es einen zu T kompatiblen Operator U auf H, das heifst
UaseTa < aca YaeH,
der entweder unitir
U(aa+0b) =a(Ua)+p(Ub) Va,beH; o,0eC
{UalUby =<{alb) Va,be™H

oder antiunitir
U(aa+ pb) =a(Ua) + 3(Ub) VYa,beH; a,eC

{Ua|lUby = {alby Va,beH

ist.

1. Vorbemerkungen

Um das Wigner-Theorem zu beweisen, miissen wir zum einen die Existenz einer kompatiblen Ab-

bildung U : H — H sicherstellen und zum anderen zeigen, dass U unitdr bzw. antiunitar gewahlt

51
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werden kann. Wir beweisen die Existenz durch die explizite Konstruktion einer kompatiblen Ab-
bildung U und rechnen dann nach, dass das so konstruierte U die geforderten Eigenschaften hat.
Es stellt sich heraus, dass die Schwierigkeit darin besteht eine semilineare, kompatible Abbil-
dung zu T zu finden. Wie die folgenden Vorbemerkungen, Lemmata und Korrolare zeigen, ist
der Schritt von der Semilinearitdt zur Semiunitaritét ein kleiner.

Betrachten wir das Verhalten einer Orthonormalbasis (ONB) von H unter einer Symmetrietrans-
formation. Sei also I eine abzédhlbare Indexmenge und {b;},., eine ONB von Hﬂ Nun definiert
jeder Basisvektor b5, genau einen Einheitskreis by. Diese orthogonalen Einheitskreise werden un-
ter T bijektiv (Eigenschaft auf Einheitskreise {Tby}, ., abgebildet, die wegen auch or-
thogonal sind. Wahlen wir also beliebige Reprasentanten b, € Tby, so erhalten wir eine zweite
abzihlbare ONB {Bk} von H.

kel

€

Wir haben also:

LEMMA IV.2. Sei {by},.; eine abzihlbare ONB von 'H mit zugehorigen Einheitskreisen by, und sei
T:5%/U (1) - S*/U (1) eine Symmetrietransformation.
Dann bilden beliebige Vektoren by € Tby, eine zweite ONB {Bk}k , von H.

S

BEWEIS. Wir haben zum einen die Orthonormalitdt und zum anderen die Vollstandigkeit der

Menge {bk}kel Zu zeigen.
(i) Orthonormalitit: Aus der Quasiunitaritéitfolgt fiir alle Bi € Th;, i€ I:
_ 2
‘<bk|bl>‘ = Kbelbi)l* = b1
2
‘ = 1. Da aber fiir beliebige Vektoren a € H das Produkt
{a|a) ohnehin reell und positiv ist, gilt sogar

<z§k|61> = O

Die {Ek} bilden also ein Orthonormalsystem in H.

insbesondere also <5k |Bk>

(if) Vollstiandigkeit: Sei a € a < 'H ein Vektor, der senkrecht auf allen by, steht. Dann gilt fiir
einen beliebigen Vektor a aus dem Bild von 3 unter T~! wegen [SI]]

Kalbi|* = ‘<dlék>‘2 —0 Vkel,

was wegen |a| = 1 im Widerspruch zur Vollstandigkeit der {b},.; steht. Es kann also

ein solches & nicht geben.

O

KORROLAR IV.3. Jede zu einer Symmetrietransformation T : S* /U (1) — S /U (1) kompatible Ab-
bildung U : H — 'H bildet eine ONB von 'H auf eine ONB von H ab.

BEWEIS. Eine zu T kompatible Abbildung U erfiillt
UaseTa <« ac€a VaeH.

Die Behauptung folgt damit direkt aus Lemma[[V.2] O

IDie Existenz einer abzahlbaren Orthonormalbasis zu H folgt aus der Tatsache, dass der in der Quantenmechanik be-
trachtete Hilbertraum separabel ist (vgl. Abschnitt[[TJ2).
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FESTSTELLUNG IV.4. Eine semilineare Transformation, die eine ONB auf eine ONB abbildet, ist semi-

unitir.

BEWEIS. Sei also {bx},.; eine ONB des Hilbertraums H. Seien ferner a = ], _; axby und
b= .c; Bubr zwei beliebige Vektoren aus H und o : C — C ein Kérperautomorphismus. Fiir die
Bilder von a und b unter einer semilinearen Transformation S : H — H gilt:

S(a) =) o (k) S(b) und S(b) = 0 (B) S (br),
kel kel
wobei die Menge {S (by)},.; nach Voraussetzung ebenfalls eine ONB von H bildet. Das Skalar-
produkt von S (a) und S (b) lasst sich also denkbar einfach berechnen:

(S@[S®) =Y olar)a(B){S b)|S (b)) =0 (Z ozkﬂk) = o (a[b))

kel kel
=0kt

und damit ist S semiunitar. O

KORROLAR IV.5. Eine zu einer Symmetrietransformation T : S*/U (1) — S* /U (1) kompatible,
semilineare Abbildung U : H — H ist semiunitir.

BEWEIS. Die Aussage folgt direkt aus Korrolar und der Feststellung O

Nach dem Korrolar reicht es also aus, eine zu T : S%*/U (1) — S*/U (1) kompatible, semili-
neare Abbildung U : H — H zu konstruieren, um das Wigner-Theorem zu beweisen.

KORROLARIV.6. Seia =}, ; oby € aein Vektor aus dem Einheitskreis a, und a = Y, ., arby € Ta
ein Vektor aus dem transformierten Einheitskreis Ta, dann folgt fiir die Betriige der Entwicklungskoeffi-
zienten aus der Eigenschaft|[[SI]|der Symmetrietransformation T:

19) aal? = [(Bula)| = Konladl® = fo

Damit lisst auch jede zu T kompatible Abbildung U die Betriige der Entwicklungskoeffizienten bei einer
Entwicklung in kompatible Basen invariant.

VORSICHT. Auch wenn das Korrolar eine Freiheit in den Phasen der Koeffizienten ¢, sug-
geriert, so konnen wir die Phasen der Koeffizienten dennoch nicht alle gleichzeitig frei wahlen.
Die relativen Phasen der Koeffizienten eines Reprédsentanten in einer vorgegebenen Basis sind
bereits durch die Zugehorigkeit zu einem bestimmten Einheitskreis festgelegt. Um die Darstel-
lung eines Reprdsentanten a € a auszuwdéhlen, reicht es aus, den Phasenfaktor eines einzigen
Koeffizienten festzulegen. Alle anderen Phasen folgen dann aus der Zugehorigkeit zum selben
Strahl. Schliefllich unterscheiden sich zwei Reprédsentanten des selben Einheitskreises, d.h. zwei
normierte Reprisentanten des selben Strahls, lediglich um einen globalen Phasenfaktor (vgl.

(12)).

Unsere Aufgabe ist es nun also die ohnehin gegebene Quasiunitaritit, die sich in Korrolar

als Invarianz der Betrdge der Entwicklungskoeffizienten zeigt, auf die beiden Spezialfille der
Unitaritit (&, = ) bzw. Antiunitaritit (&; = ag) einzuschranken. Dazu brauchen wir eine

weitere Bedingung, die wir aus der geforderten Additivitat fiir U erhalten.
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2. Konstruktion nach Weinberg

Die hier vorgestellte Konstruktion von Steven Weinberg schliefst (wie auch der im nédchsten Kapi-
tel vorgestellte Beweis von Valerie Bargmann) eine Liicke in dem Orginalbeweis nach Wigner. Fiir
einen weitergehenden Vergleich dieser Konstruktionen sei an dieser Stelle aber auf das folgende
Kapitel (Abschnitt[3) verwiesen.

2.1. Festlegung der Phase und zweite Basis. Zunichst konstruieren wir eine Abbildung,
die additiv und R-homogen ist, da dies die beiden Eigenschaften sind, die lineare und antilineare
Abbildungen gemeinsam haben.

Wir betrachten dazu die einfachen Linearkombinationen

(20) e = 5 (b1 + by kE#1

mit Einheitskreisen ¢, < H. Ein beliebiger Vektor ¢ aus dem transformierten Strahl Tcy, ldsst sich
dann nach der ONB {Bl} entwickeln:

lel

(21) G = D Akibr,

lel
mit den Entwicklungskoeffizienten 7;; € C. Das Korrolar besagt dann, dass

Ykl =[] = %

und alle anderen Koeffizienten verschwinden:
(22) V=0 Vi¢{lk}.

Fiithren wir also fiir die Koeffizienten Phasen ¢, ein, so hat ein beliebiger Repradsentant ¢; aus
dem transformierten Strahl Tc; die Form:

(23) Ck k1] €101 + [kr| €4y,
1 L~ L.

— (") +e“"’“b,)
vA QR

Wir wollen nun eine additive, R-homogene Abbildung U konstruieren, das bedeutet, wir wollen
die Phasen in (23) zum Verschinden bringen.Dazu konstruieren wir eine neue Basis von H, be-
ziiglich der wir dann die Reprasentanten in Tc;, ausdriicken. Man beachte dabei, dass die Phasen
der Koeffizienten in (23) nicht eindeutig sind. So ist beispielsweise
1 L L 1 o -
G = — (e*1h, + e'rp ) aber G = — (6“9117 + ezﬁmbm)

fiir eine Richtung m # k. Um nun eine eindeutig bestimmte Basis {;},., von H zu konstruieren,
setzen wir fiir den ersten Vektor der Basis (vollig willkiirlich):

b/1 = ?)1 .

Anschlielend wiahlen wir Reprasentanten ¢, € Tcy, die dadurch bestimmt sind, dass in einer
Entwicklung nach der Basis {?)l }l , jeweils der Phasenfaktor bei b; = b, verschwindet. In unserem
S

Beispiel wird dadurch

o~ 1 /- (oo )7 i ~
¢ =e ey = — (b1 + ¢i¥r S"1)bk) und o, =€ Wi

by + /0,
2 (b

1
V2
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Dabei sind die relativen Phasen (¢, — ¢1) und (9, — 1) eindeutig durch die Zugehorigkeit zu
dem Einheitskreis Tc, bzw. Tc,, festgelegt. Wir erhalten also fiir [ # 1 eine Menge von eindeutig
bestimmten Reprasentanten ¢} € Tc;. Wir setzen dann

D=2 b V%1

und erhalten eine eindeutig bestimmte Basis {0}, b;},c 1\ (;, von H. In unserem Beispiel entspréche
das der Definition:
b% .= Her—p1)p

E und bl = e m=00)p

In unserer so nun eindeutig definierten Basis {b;},_, gilt dann nach Konstruktion:
1

Wir setzen

(24) Viel.

Es ist nun konsistent mit dieser Definition, wenn wir desweiteren

(25) Vie I\ {1}

setzen. Wir haben dann:

U[% (b1+bl)] = LU +Un)  Viel\{1}.

Wir haben also gesehen, dass es moglich ist, eine zu T kompatible, R-homogene, additive Abbil-
dung auf H zu definieren. Betrachten wir nun im nichsten Abschnitt, was aus den Bedingungen
und fiir die Transformation allgemeiner Vektoren in H folgt.

2.2. Die Wigner-Alternative. In diesem Abschnitt untersuchen wir nun die Wirkung des
Operators U auf allgemeine Vektoren. Da wir uns also nicht wie im letzten Abschnitt auf die
Transformation von Vektoren c;, mit reellen Koeffizienten beschranken, konnen wir hier eine Un-

terscheidung zwischen dem linearen und dem antilinearen Fall erwarten.

Sei also ¢ € S* < H ein beliebiger, normierter Vektor mit zugehorigem Einheitskreis c. Dann
konnen wir ¢ in der Basis {by},.; entwickeln:
c= 2 Vicbi v eC.
kel

Ein beliebiger Vektor aus dem transformierten Einheitskreis Tc, nennen wir ihn ¢/, kann nun nach
der ONB {Uby } ., entwickelt werden:

d = Z v Uby .
kel
Nach der Eigenschaft[[SI]|von T gilt fiir diese beiden Vektoren zum einen:
el = KUbilH[
(26) il = Wi wiel
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ABBILDUNG 1. Zur Veranschaulichung der Formeln und

und zum anderen (¢;, wie in (20))

Kexloy)?
(27) v+l

KUkl )|
W +v? vke\{1}.

Division der beiden Ergebnisse ergibt:

e/ N /A &
I |” il
2 , 2
Tepql = |2k
M 25!
2 , /2
1+2Re(%>+ LA 1+2Re<’y’f>+ Ye
i M M N
und mit folgt:
!
(28) Re<%> = Re (%f) Vk e I\ {1}.
1 g
Wiederum wegen folgt hieraus (siehe Abb.[):
!
(29) Im<%> - ﬂm<7’7> Vk e I\{1}.
g T

Fiir k = 1 sind beide Gleichungen trivial erfiillt, d.h. beide Gleichungen gelten fiir alle k € I.

Die Forderung der Kompatibilitit zu T : /U (1) — S* /U (1) und die im Abschnitt 2.1 unter-
suchte Additivitat und R-Homogenitét fithren also auf:

!
(30) Lo _ Lo
7 Ba!
oder
o/ Vi
(31) ?=(),
71 ga!

als mogliche Transformationsgleichungen fiir die Koeffizienten. Wir bezeichnen Gleichungen
und im Folgenden als Wigner-Alternative.
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2.3. Unabhingigkeit von Koeffizienten. Nach dem Ergebnis im letzten Abschnitt konnte
nun fiir ein k € I Gleichung und fiirein € I, | # k Gleichung Giiltigkeit haben, dann

wdre U weder linear noch antilinear. Wir miissen also zeigen:

FESTSTELLUNG IV.7. Es gilt entweder % — 2 ﬁzr alle k € T, oder 2 = (l’c) fiir allek e 1.
71 71

”/{ 71

Dieser Schritt schliefst die Liicke in Wigners Orginalbeweis, auf die wir zu Anfang dieses Ab-

schnitts hingwiesen hatten.

BEWEIS. Sei also 1—‘; = :’7’; fiir mindestens ein k € I und sei j{—i = (%) fireinle I, # k.
1 1

Damit das wirklich einen Unterschied macht seien ferner 2+, 2 € C\R.

Wir fithren diese Voraussetzung zum Widerspruch. Nehmen wir den Vektor

dZ%(bl-Fbk-i-bl)EH

mit Einheitskreis d. Nach konnen sich die Koeffizienten eines beliebigen Vektors (entwickelt
in der Basis {Uby },.; aus dem transformierten Einheitskreis Td von denen eines Repréasentanten
aus dem untransformierten Einheitskreis nur um Phasenfaktoren ¢; € U (1), i € {1, k,1}, unter-
scheiden. Da aus den Koeffizienten in d allerdings nur reelle Verhiltnisse gebildet werden kénnen,
die sich wegen bei einer Transformation nicht dndern, konnen sich alle drei Koeffizienten
hochstens um den selben Phasenfaktor 6 (= §; = §, = J;) unterscheiden. Das heifst ein beliebiger
Vektor d’ aus dem transformierten Einheitskreis Td ldsst sich wie folgt schreiben:

d' = 5 (Ubi+Uby +Ub), §eU(1).

Die Invarianz der Ubergangswahrscheinlichkeiten liefert dann:

2 2
Kdle)l” = [Kd'|")]
2 2
i+ +vnl” = i+ A+
2 _ 2
(32) ‘1+7’“+W = ‘1+7’“+<%>
71 7 71 st

woraus man nach einer kleinen Rechnung folgerﬂ

(33) Im (W“) Im(%> ~0.
Y1 71

Das bedeutet eines der beiden Koeffizientenverhiltnisse muss reell sein, was aber unseren Vor-
aussetzungen widerspricht. Damit gilt entweder fiir alle k € I oder firalle k € 1. O

Abhingig davon, welchen der beiden Fille wir betrachten, konnen wir die Phase des
Vektors Uc € Tc so wihlen, dass entweder 7] = v, oder 7] =7, gilt.

BEMERKUNG. Natiirlich konnten wir die Phase des Vektors Uc auch anders wihlen, was aber
lediglich in einem globalen Phasenfaktor \ € U (1) resultieren wiirde, den wir 0.B.d.A. durch eine
Substitution U — U’ := AU in die Transformation U hineinziehen konnen. Das ist Ausdruck der
Nicht-Eindeutigkeit von U. Wir wahlen die sogenannte globale Phase des Vektors Uc also so, dass
ohne Beschriankung der Allgemeinheit A\ = 1 gilt.

2Rechnung ist im Anhang|Bfauf Seite85{ausgefiihrt.
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Damit ist U fiir einen allgemeinen Vektor ¢ € H definiert, und es gilt entweder:

(34) U (Z wkbk> = > (Uby)

kel kel

oder

(35) U (Z wbk> = > (Ubs)
kel kel

2.4. Unabhidngigkeit von Vektoren. Damit U nun wirklich einen linearen oder antilinearen
Operator auf H definiert, muss U natiirlich fiir alle Vektoren a € H linear oder antilinear sein.

Dazu miissen wir zeigen:

FESTSTELLUNG IV.8. Eine zu der Symmetrietransformation T : S* /U (1) — S* /U (1) kompatible,
additive, R-homogene Abbildung U : H — 'H ist entweder linear, oder antilinear (auf ganz H).

Bevor wir mit dem eigentlichen Beweis dieser Aussage beginnen noch einige Vorbemerkungen.
Zu einer vorgegebenen, festen Transformation T kann man, dem letzten Abschnitt zu Folge, den
Hilbertraum in zwei Mengen einteilen. Es sei A < H die Menge aller Vektoren, die durch
transformiert werden, und B < H die Menge der Vektoren, die mit transformiert werden.
Wir hatten gezeigt, dass es fiir eine zu T kompatible, additive und R-homogene Abbildung U nur
diese beiden Moglichkeiten gibt. Das bedeutet:

AuB="H.

Seinuna := Y, ayby € Aund b := >, Bibi € B (ax, Bk € C). Dann transformieren sich a und b
unter der Realisierung U der Symmetrietransformation T wie folgt:

U (Zakbk> = Yl (Ubp)eH
k k

U (Zﬂk%)
k

Die Ubergangswahrscheinlichkeit zwischen den reprasentierten Zustdnden muss natiirlich inva-

DBy (Ubk) e H.
k

riant bleiben:

Bl = KUbUay?

2 2
> Brau > Brau
k k

und eine algebraische Umformung liefert die dazu dquivalente Bedingungﬂ

(37) > Im(@xo) Im (3, 8,) = 0.

kl

(36)

)

Dies gibt Anlass zur Definition einer Indikatorfunktion

3Rechnung ausgefiihrt im Anhangauf Seite
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DEFINITION IV.9. Bezeichnen wir mit () einen Vektor, der in der Basis {b.},., die Entwick-

lungskoeffizienten oy, hat, also (ay) := >, .; axby, so konnen wir durch

X : HxH - R
((aw) . (Br)) = x((ar),(Br) == Xy, Im(@yay) Im(5,,5)
eine Indikatorfunktion definieren, die nach obiger Herleitung folgende Eigenschaften hat:

o x ((ak),(Bk)) # 0 ist gleichbedeutend mit der Aussage, dass (o) und (3;) mit der
selben Gleichung oder transformiert werden miissen, da sonst die Invarianz
der Ubergangswahrscheinlichkeit zwischen den reprasentierten Zustanden verletzt
ware.

e Entsprechend ist x ((ax), (Bx)) = 0 gleichbedeutend mit der Aussage, dass («y) und
(Bk) nicht mit der selben Gleichung oder transformiert werden miissen.

Nun gibt es eine bestimmte Menge von Vektoren, fiir die , also x = 0, trivial erfillt ist, ndm-
lich genau solche Vektoren, deren Koeffizienten bei einer Entwicklung in die Basis {b;},; alle die
gleiche Phase habenﬁ Fiir solche Vektoren macht es keinen physikalischen, d.h. messbaren, Unter-
schied, ob man nun die Transformationsvorschrift oder anwendet. Sie bilden demnach
die nicht leere Schnittmenge A n B (siehe Abbildung EI

Menge der
Vektoren ¢ € H,
bei denen es keinen
physikalischen Unterschied
macht, ob sie linear,
oder antilinear
transformiert
werden.

B

Menge der Vektoren a € H, Menge der Vektoren b € H,
die linear transformiert werden. die antilinear transformiert werden.

ABBILDUNG 2. Mengenverhiltnisse der Vektoren in ‘H beziiglich der Transfor-
mationseigenschaften.

Im folgenden schrianken wir unsere Betrachtungen auf die Menge
D:=(AuB)\(AnB)=D4UD3

mit D4 := A\ (A n B) und D := B\ (A n B) ein. Das ist moglich, da wir fiir Vektoren c € A n B
ohne Beschrankung der Allgemeinheit eine der beiden Transformationen (34)/[35) wahlen kénnen,
ohne die Erhaltung der Ubergangswahrscheinlichkeitzu verletzen.

Auf D kann man nun mit Hilfe der Indikatorfunktion y (Definition [[V.9) eine Aquivalenzrelation

definieren:

4Wenn alle {ay} die gleiche Phase haben, so ist:
ara; = |ag| || e e = |ag| || € R,
also Im(apoy) = 0 Vk, . Entsprechendes gilt fiir die {3 }.

SWelche Vektoren sich in der Schnittmenge A n B befinden, hingt natiirlich von der gewéhlten Basis ab. Schlieflich
hiangen die Entwicklungskoeffizienten von der gewéhlten Basis ab.
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FESTSTELLUNG IV.10. Seien a := (a;) € D und b := (6;) € D zwei beliebige Vektoren aus D. Dann
wird durch
a~b < x(a,b)#0

eine Aquivalenzrelation ~ auf D definiert.

BEWEIS. Nach der Definition[I[V.9ist x (r, s) # 0 gleichbedeutend mit der Aussage, dass r und
s mit der selben Gleichung, entweder oder , transformiert werden. Nach der Konstruktion
der Mengen A und B ist das wiederum gleichbedeutend mit der Aussage, dass entwerder r, s € A
oder r, s € B gilt. Nun haben wir aber ohnehin r, s € D, demnach ist » ~ s auch gleichbedeutend
damit, dass entweder

rseEDNnA=Dy oder r,seDnB="Dg.

Man kann also die Relation ~ als Zugehorigkeit zu disjunkten Mengen ausdriicken, damit folgen
sofort Reflexivitdt, Symmetrie und Transitivitdt der Relation ~. Es handelt sich demnach um eine
Aquivalenzrelation, wobei die Mengen D 4 und D die Aquivalenzklassen dieser Relation ~ sind.

O

Nach diesen Vortiiberlegungen kommen wir nun zum eigentlichen Beweis der Feststellung

BEWEIS. Wir bemerken zunéchst, dass die Feststellung nach den obigen Voriiberlegun-
gen gleichbedeutend ist mit der Aussage, dass zu einer festen Transformation T entweder D4 =
& oder D = I sein muss. Ist ndmlich Dy = & so ist H = A, und alle Vektoren werden mit
transformiert, und umgekehrt. Wir fithren auch hier wieder die gegenteilige Aussage zum Wider-
spruch. Sei also D4 # @& und D # J, dann gibt es Vektoren a := (o) € D4 und b := (%) € Dp,
die die Gleichung nicht trivial erfiillen, und dennoch mit unterschiedlichen Realisierungen
transformiert werden. Wir kénnen in diesem Fall allerdings einen Vektor (¢j) € H kon-
struieren, der gleichzeitig

(38) X ((ex) , (ax)) = Y Tm(zxer) Tm(@yan) # 0
kl

und

(39) X ((28) (Br)) = X Im(Eer) Im (B 31) # 0
kil

erftillt. Aus a € D 4 folgt, dass es unter den Entwicklungskoeffizienten {a} von a mindestens ein
Paar (ay, o;) gibt, die unterschiedliche Phasen haben. Entsprechend folgt aus b € Dp, dass es in
{Bm} mindestens ein Paar (3,,, 3,) gibt, sodass 3,, und £,, unterschiedliche Phasen haben.

Nehmen wir das Paar (ax, a;). Offensichtlich ist o a; ¢ R, und fiir 3 5; gibt es zwei Moglichkei-
ten:

Falls 3} 3 ¢ R wahlen wir ¢; = 0 Vi ¢ {k,l} und & und ¢; beliebig aber mit verschiedenen
Phasen. Dann sind beide Ungleichnungen (38} [39) erfiillt.
Falls 3} 3; € R: so gibt es immernoch ein Paar (3., 3,), sodass 3} 3, ¢ R, fiir diesen Fall sind
wieder zwei Unterscheidungen zu machen:
Falls o v, ¢ R wihlen wir e; = 0 Vi ¢ {m,n} und &,, und &, mit verschiedenen
Phasen. Wieder sind beide Ungleichnungen erfiillt.
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Falls o «,, € R: wéhlen wir ¢; = 0 Vi ¢ {k,l,m,n} und ey, ¢;, &, und ¢,, alle mit
verschiedenen Phasen. Und auch der so gewahlte Vektor e =}, ¢;b; erfiillt

beide Ungleichnungen (38} [39).

Wir erhalten auf diese Art also immer einen Vektor e = }; ¢;b;, der die beiden Ungleichungen

und gleichzeitig erfiillt.

Aus folgt dann, dass e ~ a; aus folgt, dass e ~ b. Aufgrund der Transitivitit der Aquiva-
lenzrelation ~, folgt daraus a ~ b. Damit gilt also entweder

a,be Dy oder a,beDjg.

Das ist ein Widerspruch zu
a€Dy und beDg.

Falls es also zu einer festen Transformation T einen Vektor a € D4 gibt, so ist Dg = & und
umgekehrt. Im ersten Fall wiare dann H = A und im zweiten H = B. O

2.5. Schluss. Die Semilinearitdt der durch kompatiblen Abbildung U : H — H ist damit
nachgewiesen, und aus dem Korrolar folgt dann die Semiunitaritdt von U, wir kénnen dies
aber auch nochmals explizit nachrechnen.

Wenden wir die Transformationsvorschrift (34) an, so ergibt sich fiir beliebige a,b € H, 1, x € C:
Ua+xb) = U (772 aiby + XEﬁlbz)
k !
= U (Z {naw + Xﬁk}bk>
3
= D {nak +xB} (Ubs)
k

= nZak (Ubg) +X2ﬁk (Uby,)
k k

= nUa) +x(UD),

(v g (50)
<§ o (Uby) |ZZ] 3, (Ubl)>

D B Ubk|Uby)
&l —

=6kt
> @B
k
{alb)

auBerdem erhalten wir aus (34):

Ua|Ub)

das heifdt U ist unitiir.
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Wenden wir hingegen die Transformationsvorschrift an, so folgt zum einen:

Uma+xb) = U (Wzakbk +XZﬂlbz)
o !
= U (Z {Wak+Xﬁk}bk>
%
= > {nak + xBi} (Ubr)
o

= 7. (Ubk) +X . B (Uby)
k k

= 7n(Ua)+Xx(UD),

(@ (o) o (5w
k l

<Zak(Ubk> |Zﬂz(Ubl)>
k l

DB Ubk|Uby)

kl

DBy

kl

m)

und zum anderen

Ua|Ub)

das heifst U ist antiunitir.

QED



KAPITEL V

Beweis des Theorems nach Bargmann

Valentine Bargmann [Bar64] halt sich bei seinem Beweis des Wigner-Theorems weitgehend an
die Konzepte des Originalbeweises von E. Wigner [Wig31) S. 251-254] und wir werden bei der
Analyse des Beweises feststellen, dass auch der im letzten Kapitel vorgestellte Beweis von Ste-
ven Weinberg [Wei95b] zum Teil Ahnlichkeiten mit diesem Beweis hat. Was diese Analyse aller-
dings insbesondere interessant macht, sind die Ahnlichkeiten der Vorgehensweise von Bargmann
(und Wigner) zu dem in Kapitel [[| prasentierten Beweis des Hauptsatzes der projektiven Geome-
trie nach Emil Artin [Art57]. Obwohl Bargmann nicht von einer projektiven Beschreibung des
Wigner-Theorems ausgeht, so verwendet er offensichtlich trotzdem eine der projektiven Geome-
trie verwandte Argumentationsweise, ohne jedoch die Definitionen und Sdtze der projektiven
Geometrie zu Hilfe zu nehmen.

Das Hauptziel dieses Kapitels ist die Analyse der Struktur des Beweises von Bargmann. Es wer-
den deshalb nach der Diskussion der Konstruktion von Valentine Bargmann in den ersten bei-
den Abschnitten im dritten Abschnitt die Unterschiede und Gemeinsamkeiten der vier Beweise
von Artin, Bargmann, Weinberg und Wigner aufgezeigt. Ein Vergleich der Beweise des Wigner-
Theorems mit dem des Hauptsatzes der projektiven Geometrie wird erst dadurch moglich, dass
sich das Problem der Konstruktion einer kompatiblen, semiunitiren Abbildung auf das Problem
der Konstruktion einer kompatiblen semilinearen Abbildung reduzieren lasst. Dies geschieht bei
Weinberg und Bargmann allerdings interessanterweise aufgrund verschiedener Argumente (s.u.).

1. Vorbemerkungen

Eugen Wigner betrachtet in dem Orginalbeweis des Theorems U(1)-Orbits auf H als Aquivalenz-
klassen, sagt aber explizit, dass er nur den normierten Représentanten eine physikalische Inter-
pretation zuweist. Bargmann tibernimmt diese Unterteilung und bezeichnet die entsprechenden
Aquivalenzklassen als Strahlen (“rays”, [Bar64, Abschnitt 1.1]). Diese “Bargmann-Strahlen” un-
terscheiden sich jedoch von den Strahlen (T)), die wir aus der projektiven Geometrie kennen. Um
Verwechslungen vorzubeugen, werden wir deshalb diese U(1)-Orbits auf H als Kreise bezeich-
nen. Es liegt in dieser speziellen Beschreibungsweise aber auch ein wichtiger Vorteil. Wir wer-
den weiter unten sehen, dass man aus der Wigner-Bargmann’schen Beschreibung fast direkt den
Korperautomorphismus bekommt. Wigner selbst betrachtet keinen Koérperautomorphismus, er
gelangt in seinen Betrachtungen, dhnlich wie Weinberg, zu der “Wigner-Alternative” (vgl.
und schliefit dann den antiunitédren Fall (letztlich weil er eine Zeitumkehr enthilt) aus. Eine weite-
re Sache, die den hier zu diskutierenden Beweis von Bargmann von allen anderen hier vorgestell-
ten Beweisen (den Orginalbeweis von Wigner eingeschlossen) unterscheidet, ist, dass Bargmann
seine gesamte Konstruktion ohne Hilbertraumbasis durchfiihrt. Wir kommen auf diesen Punkt
spédter noch einmal zurtick, betrachten zunéchst aber die Konsequenzen aus der Betrachtung von
U(1)- statt C*-Orbits auf H.

63
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Kreise sind also Aquivalenzklassen der Relation

a~b < JAueU(l): a=pub,
und wir schreiben fiir diese:
(40) a=[a]={deH:d =pa, peU)}.

In diesem Kapitel meinen wir mit [a] grundsitzlich die Bargmann-Strahlen, und sagen es explizit
dazu, wenn wir mit [a] einen C*-Orbit meinen. Es ist dann also a = [a] ein Element in H/U(1),

diesen Elementen a = [a] € H/U(1) kann man nun eine positive Lange, einen Radius, zuordnen:

la| = [[a]] := [all -

Die Definition ist sinnvoll, da die Norm der Reprasentanten eines Kreises eine wohldefinierte
Funktion auf H/U(1) ist. Zum einen gehoren Vektoren unterschiedlicher Norm in H zu unter-
schiedlichen Aquivalenzklassen , und zum anderen hidngt die Norm eines Vektors nicht von
einem globalen Phasenfaktor vor demselben ab.

Nun kann man jeden Vektor a € H als a = pe schreiben, mit p = |a| € Ry dem Radiusund e = Tal

llal

einem Einheitsvektor. Wir haben dann

la] = [pe] = ple] ~ und  [pe][=p  VpeRy,
und insbesondere folgt auch fiir komplexe Faktoren A = |\|¢'? € C:

[aX] = [a|A| €] = [a|A]] = [a] |A] VAeC,YaeH.

Fiir den Radius p = 1 stimmen diese Kreise mit den Aquivalenzklassen bei Weinberg iiberein, die
wir bereits in Kapitel [lI|als Einheitskreise eingefiihrt hatten.

Diese Herangehensweise macht es nun moglich - und auch notwendig, die Symmetrietransfor-
mation T : $*/U(1) — 5% /U(1), die in Kapitel [lI] fiir Einheitskreise, also Bargmann-Strahlen mit
Radius Eins, definiert wurden, auf Kreise mit beliebigem Radius auszuweitenﬂ Diese (fast kano-
nische) Erweiterung tibernimmt Bargmann aus dem Orginalbeweis von E. Wigner, er definiert
T :H/U(1) - H/U(1) durch

T [pe] := pT [e] Vee S*, VpeR,

(vgl. [Bar64, Abschnitt 2] bzw. [Wig31} S. 251]). Wegen [e], T [e] € S*, und [pe] = p][e] folgt
daraus, dass T den Radius respektiert:

(41) [T [all = [T pell = [pTlell = p = |p[e]

= [[pe]l = [[a]] -

BEMERKUNG. Aus projektiver Sicht wird diese Verallgemeinerung dadurch gerechtfertigt, dass
der Radius der Sphire, die wir in bzw. dazu verwendet hatten, uns das “Aussehen”
eines projektiven Raumes zu verdeutlichen, nattirlich fiir das Aussehen keine Rolle spielt. Kurz

gesagt gilt fiir jede Sphére S

" € 'H vom Radius p natiirlich auch:

PH~S7/U(1)  VpeR,.

1Bargmann geht von einer etwas allgemeineren Definition der Symmetrietransformation aus, er betrachtet Abbildungen
zwischen zwei Vektorraumen H und H’, und geht deshalb nur von einer injektiven Abbildung aus. Wir wiahlen hier
allerdings H’ = H und setzen Bijektivitét voraus, was fiir die konzeptuellen Uberlegungen, die wir in diesem Kapitel
anstellen wollen, aber keine wesentliche Einschrankung ist.
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ABBILDUNG 1. Der komplexe Strahl, hier dargestellt als zweidimensionale reel-
le Ebene, wird bei Wigner (und Bargmann) in kleinere Aquivalenzklassen
(Kreise) unterteilt. Die “radiustreue”, verallgemeinerte Abbildung

% : H/U(1) — H/U(1) respektiert diese Aquivalenzklassen.

Bargmann betrachtet also, wie auch Wigner selbst, alle diese Sphédren gleichzeitig, und erhalt
daraus eine “radiustreue” Abbildung T : H/U(1) — H/U(1) (siehe Abbildung]T).

Nehmen wir also eine zu T beziiglich der Aquivalenzklassen kompatible Abbildung U : H —
'H, also
T [a] = [Ua] VaeH,
so ist diese wegen der speziellen Konstruktion bereits normtreu (vgl. )ﬂ
(42) |Ual = [[Ua]| = | [a]| = [[a]| = |

(vgl. [Bar64] Gl. 8]). Hierin liegt nun die Ursache, warum sich Bargmann, wie Weinberg, auf die
Konstruktion einer semilinearen Abbildung U : H — H beschrdnken darf. Schliefilich ist eine

normtreue, semilineare Abbildung bereits semiunit'arﬁ

Die Wigner-Bargmann’sche Sichtweise hat nun, wie bereits angesprochen, den Vorteil, dass hier
eine Korperabbildung o, : C — C gleich mitgeliefert wird, es ist ndmlich

[U(aN)] = T[aA] = T[a|M] = T[a] |A| = [Ua] A = [Ua|A]]  ¥AeC,

%Definieren wir auf H durch

d(a,b) := a—b|
eine Metrik, so driickt Gleichung @ insbesondere aus, dass jede zu T kompatible Abbildung eine Isometrie auf H ist.
3Man beachte die unterschiedlichen Sichtweisen. Weinberg konnte sich auf die Konstruktion einer semilinearen Abbil-
dung beschrinken, da er wusste, dass jede zu T kompatible Abbildung eine ONB auf eine ONB abbildet, und demnach
jede kompatible, semilineare Abbildung bereits semiunitar ist (vgl. Korollar |IV.5). Fiir Bargmann folgt das selbe aus der
Normtreue einer beliebigen zu T kompatiblen Abbildung.
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und demnach gibt es einen Phasenfaktor ¢'? € U(1), sodass

U (aX) = Ua |A| (@),

Wir haben demnach die folgende:

FESTSTELLUNG V.1. Zu einer beliebigen, kompatiblen Abbildung U : H — H (fiir die die Bilder
Ua € H natiirlich schon festgelegt sind) gibt es eine Korperabbildung o, : C — C, die von der Abbildung
U durch die Gleichung

U(a)) = (Ua) o, (N) VaeH

festgelegt istf]
Einige der Eigenschaften von o, : C — C konnen wir daraus unter Beriicksichtigung der Normtreue
direkt ablesen:

(43) 0,(0)=0, o, (1) =1 und loa (W) =]\ VYae™H
(vgl. [Bar64, Gl. 8a]).

“Fiir den obigen Fall wiére also oq (A) := |\ e?#(@A),

Von der Korperabbildung o, : C — C muss spéter dann noch gezeigt werden, dass sie tatsachlich
ein Kérperautomorphismus ist (siehe[2.2).

Wir miissen nun noch sagen, wie die Erhaltung der Ubergangswahrscheinlichkeit, ausgedriickt
durch die Invarianz unter der Abbildung ® : S*/U (1) x S*/U (1) — R, fiir die Kreise aussieht.
Seien a = pe, und b = Te;,, wir definieren:

[a] ©[b] = [pea] O [Tes] := p7 ([ea] O[es]) Vo, T ER,,

und erhalten die Verallgemeinerung ® : H/U (1) x H/U (1) — R, die wir mit dem selben Symbol
bezeichnen. Es folgt direkt, dass die verallgemeinerte Symmetrie ¥ diese Struktur respektiert:

VP,T € R+

Tlrea] 0T [rer] = p7(Tleal O Ter]) = pr([ea] Oer]) = [peal O [re] 6 c 5%

also

(44) T[] OT[b] = [a] O[] Va,be™H.

Schreiben wir diese Gleichung auf der Stufe der Reprasentanten, so gilt:

[a] ©[b] = p7 ([ea] @ [en]) = p7 [Kealer)| = [KpealTeny)| = [alb)]  Vp,7 € Ry,

und somit

(45) |<d' [V )| = [Kalb)| Va' € T[a], b e T[V] .

Fiir spatere Referenzen zitieren wir an dieser Stelle noch das in [Bar64, Abschnitt 3.1] bewiesene
Lemma. Es ist das Analogon zu Korrolar bei Weinbergs Beweis.
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LEMMA V.2. Seien {f,.}, mit k € {1,...,m}, m orthonormale Einheitskreise, das bedeutet

Fr. O F = O -

Dann bilden beliebige Vektoren fi, € f,, und f; € Tf,, jeweils ein Orthonormalsystem, d.h.
<fk:|fl> =0 und <f]/€|fll> = Oy -

Sei nun ferner a = > ;| oy, fr, € H. Dann hat ein beliebiger Vektor a’ € T [a] eine Darstellung als:

m
a = Z:ozkf,'c mit |ag| = |ax] -
k=1

BEWEIS. ﬁDer erste Teil der Aussage folgt wie im ersten Teil des Beweises von aus der
Quasiunitaritit von | g» = T,und aus der Tatsache, dass {a|a) € R Va € H (vgl. auch Lemma
[[V.2). Der Beweis des zweiten Teils kann sehr kurz gefasst werden, er folgt sofort aus Gleichung
45):

o] = [<fila’D] = [CfilaD] = low] -

2. Konstruktion nach Bargmann

Betrachten wir nun die Konstruktion der zu ¥ : H/U(1) — H/U(1) kompatiblen, semilinearen

Abbildung, wie sie von Bargmann gefiihrt wird.

2.1. Festlegung der Phase. Wir wahlen einen beliebigen, dann aber fiir die weitere Konstruk-
tion festen Einheitsvektors e € H und einen Vektor ¢’ € ¥ [e], und legen fest, dass der normierte
Vektor e’ das Bild von e unter der zu konstruierenden kompatiblen Abbildung U sei

(A) Ue:=¢

(vgl. [Bar64, Gl. A]). Dann betrachten wir, was daraus fiir die Abbildung der Vektoren im ortho-
gonalen Komplement e von e folgtEIWir betrachten dazu Vektoren der Form a = e+2 mit z € e'.
Sei a = [a] © H der zugehorige U(1)-Orbit. Wir definieren f := 127 und erhalten ein Orthonor-
malsystem {e, f} wie in Lemma Sei dann f’ € T[f] ein normierter Reprasentant (vgl. (41))
des transformierten Kreises. Dann ldsst sich nach dem Lemma [V.2|ein beliebiger Vektor aus dem
Bildkreis Ta in der Form:

o'Ue+f'f e Ta mit|o|=1,|3|=]z].

schreiben. Der Vektor Ue+ (') ~' 3’ f' ist ein Element des selben Kreises. Im Gegensatz zum ersten
ist dieser aber eindeutig bestimmt. Zum einen liegt die relative Phase der beiden Summanden

durch die Zugehorigkeit zu dem Kreis Ta fest, und zum anderen haben wir die globale Phase

4Bargmarm zeigt das Lemma auf recht kompliziertem Weg, wie prasentieren deshalb hier einen kiirzeren Beweis.
SWir verwenden hier, anders als Bargmann, das Symbol et fiir das orthogonale Komplement des von e aufgespannten
eindimensionalen Unterraums von H.
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so gewdahlt, dass der erste Summand die Phase des bereits festgelegten Vektors ¢’ = Ue hat. Wir

kénnen demnach das Bild von a unter der zu konstruierenden Abbildung U als
Ua:=Ue+ (o) ' B'f

wihlen. Da diese Konstruktion fiir beliebige z € e*auf ein eindeutiges Ergebnis e + z — U (e + z2)
fiihrt, definiert dies eine Abbildung V : et — el mit Vz := (o’ )~ B'. Fiir Vektoren der Form e + z
ist U dann eine additive Abbildung:

(B) U(e+z2):=Ue+Vz Vzeet

© ’Uz:=Vz Vzeet

(vgl. [Bare4, Gl. B,C]).

An dieser Stelle sei nun nochmals darauf hingewiesen, dass sich Bargmann wihrend der ge-
samten Konstruktion von U auf keine Basis in H festlegt. Die Grundidee ist dabei die folgende.
Wihlen wir eine beliebige Richtung e in H, dann lédsst sich jeder Vektor a € H, auch wenn er nicht
in dieser Richtung liegt, durch eine Linearkombination aus zwei Vektoren ausdriicken:

a=oe+ 2z,

mit einem giinstig gewihlten 2 € el. Kurz gesagt spannen die beiden Vektoren {e, a} einen zwei-
dimensionalen Unterraum von H auf, in dem man mittels des Gram-Schmidt’schen Orthogona-
lisierungsverfahrens ein Orthogonalsystem {e, z} konstruieren kann, in dem sich jeder weitere
Vektor dieser Ebene, also insbesondere auch a, darstellen ldsst. Hier ist beispielsweise a = {e|a)
und z = a — {e|aye. Den Fall a = 1 haben wir oben bereits behandelt. Nun betrachtet Bargmann
den Fall o = 0, also die Abbildung V = U |el auf dem orthogonalen Komplement zu e.

2.2. Die Abbildung auf dem orthogonalen Komplement. Sei nun die Abbildung

Viet— (¢ )L
durch die Konstruktion im letzten Abschnitt festgelegt. Bargmann zeigt die Eigenschaften dieser

Abbildung auch wieder nur fiir Linearkombinationen aus zwei Vektoren, wie oben fiir H legt

L

Bargmann nun auch in e~ einen normierten Vektor f; € et fest, jeder weitere Vektor b € el lasst

sich dann wieder als Linearkombination
b=oyfi+axfs

mit geeignet gewéhltem f, € e+ schreiben (vgl. [Bar64, Abschnitt 4.3]). Nun haben wir die Abbil-
dungU| , =V :et — (¢ )" bereits im letzten Abschnitt festgelegt, und kénnen die Feststellung
fl'ir die Abbildung V' auf dem Hilbertraum e+ anwenden. Es gibt dann also eine Kérperabbil-
dung o, : C — C, die durch

(46) V (bX) = (Vb) oy (V) Vbeet

festgelegt istE] und zusitzlich die Eigenschaften hat (vgl. [Bar64, Gl. 14]).

OFiir die beiden Abbildungen o, und o, werden wir, analog zu Bargmann die Abkiirzungen o1 bzw. o2 verwenden.
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Als erstes rechnet Bargmann nach, dass es sich bei o3, wirklich um einen Kérperautomorphismus
handelt. Da er sich auf den Korper der komplexen Zahlen beschrankt, ist das am einfachsten
moglich, indem man nachweist, dass o, entweder die Identitét id oder die komplexe Konjugation
id ist. Wegen der Quasiunitaritat einer beliebigen kompatiblen Abbildung gilt nun

(47) KVw|Va)? = K]z’ Yw,zeet,
und insbesondere folgt aus (B):
(48) |<e" + Vwle! +Va:>|2 = (e + w|e + z)[? Vw,z € et
Aus diesen beiden Gleichungen erhélt man analog zu der Herleitung der Wigner-Alternative bei
Weinberg (vgl. Formeln und ) bereits das gewtiinschte Ergebnis:
|<e" + Vwle’ + V;1c>|2 = e +wle+ z)]?
L+ VulVa)* = 1+ wloyf?
1+ 2Re((Vw|Va)) + [(Vw|Va)|? 1+ 2Re((w|a)) + [Cw])|?

und somit

(49) Re((Vw|Vz)) = Re((w|z))  VYw,zeet.

Aus und tiberlegt man sich dann leicht (vgl. Abbildung|T]in Kapitel[[V), dass
(50) Vw|Vry=<{wlz)  falls (w|z)eR.

Setzen wir nun speziell w = af; und = 3 (k € {1,2}), so folgt wegen (46):

Re((V (afi) [V (Bf))) = Re(lafilBfr))
51) Re(ox(@)ow (8)) = Re(@s)
und wegen folgt daraus fiir o = 1:
(52) Re(oy, (3) =Re(f) ~ VAeC

(vgl. [Bar64, Gl. 15a]).

Aus der Invarianz des Betrages unter oy, und der Invarianz des Realteils folgt dann
sofort]

ox(B)=p oder o (B)=3 VBeC,
also:

(53) op=id  oder o =1id

(vgl. [Bar64, Gl. 17]). Damit ist also nachgewiesen, dass es sich bei o}, tatsdchlich um einen K&pe-
rautomorphismus handelt. Gleichung entspricht der Wigner-Alternative (30)/ (31).

Da nun Bargmann die Wigner-Alternative nicht wie Weinberg direkt aus den Linearkombina-
tionen, sondern aus der Erweiterung der Symmetrietransformation erhalt, muss er noch zeigen,

7Bargmann zeigt das etwas umstiandlich in Abschnitt 4.6, man sieht das aber sehr schnell anhand von Abbildung [1{im
vorigen Kapitel[[V]ein.
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dass sich die Koeffizienten einer Linearkombination in f; und f> tatsdchlich mit o}, transformie-

ren, dass also

2 2
(54) v (Z akfk) Z (ar) V fi -

k=1

BEWEIS. Der Fall o, = 0 ist trivial, sei also o # 0. Sei nun x = Zi:l ag frx, dann ist nach
dem Lemma Vz = ¥);_, o4V f, und die Koeffizienten «, erhalten wir aus folgender Uberlegung,

es ist:
G fulay = ™ frlanfiy = 1€ R. keine Summation!

und aus folgt dann:
1=V (ar ' fi) V) = (o (@) VfiladV fi) = ok (af ) o
also aufgrund von oy, (') = (o, (@)~ (53):

ay = o (ag) .

O
Nun muss noch nachgewiesen werden, dass
(55) g1 =02.
BEWEIS. Seidazu w = f1 + f,, dann folgt aus (54) und oy, (1) = 1 (43), dass
Vw=V(fi+f)=Vfi+Vfa,
ferner ist
V(aw) = V(afi+ afq)
aw(a)Vw = ( )Vf1+02( )sz
Ow (Cv) (Vf1 +Vf2) = 0 (a) Vf1 +02( )Vf2
und ein Koeffizientenvergleich liefert o1 () = 0, (o) = 02 («). Als Ergebnis erhdlt man also:
2 2
Vv (Z Oékfk> Z g
k=1 k=1
(vgl. [Bar64, Gl. 16]) mit o := o;. a

Man kann nun wegen (53) aus den Eigenschaften der komplexen Konjugation folgern, dass

ola+p) = o(a)+o(B)
o(af) = oa(a)a(P)
o(e) = o(@,
und erhilt daraus die Semiunitaritit fir V : et — (¢/)*
V(y+z) = Vy+Vz
(56) V(dz) = o(N)Vz
VylVz) = a({yl2) -
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(vgl. [Bar64, Gl. 18])

2.3. Riickschluss auf H. Die Transformation eines allgemeinen Vektors a = ae + z € H wird
fiir = 0 durch Gleichung (C) beschrieben und ist nach bereits semilinear. Sei also @ # 0.
Dann ist nach Gleichung (B) und (56):

U (cfla) =U (e—i—oflz) =Ue+V (oflz) =Ue+o (cfl) Vz.

Nun gilt fiir die komplexe Konjugation, und fiir die Identitit ohnehin: o (a™!) = o (a)”", dem-
nach konnen wir die obige Gleichung also mit ¢ (o) multiplizieren und erhalten wegen |o («)| =
o] ein Element in ¥ [a], das wir als Bild von a unter der kompatiblen Abbildung U definieren:

(D) ’UazU(oze+z):=a(oz)Ue+Vz‘.

(vgl. [Baréd, Gl. D))

Von der so definierten Abbildung U : H — H rechnet man mit Hilfe der definierenden Glei-
chungen , , und @ nach, dass sie fiir ¢ = id unitir und fiir ¢ = id antiunitir ist. Das
Wigner-Theorem ist damit also bewiesen.

Ein Kritikpunkt an der Konstruktion von Bargmann ist, dass man nun zwar in der Lage ist,
die Semiunitaritit von U : H — H fiir beliebige Vektoren o € H, die in der Form a = ae + z
(z € et) gegeben sind, nachzuweisen, dass man aber auf der anderen Seite aus einer gegebenen

Fourierentwicklung
{]:\

(57) a= Z aby
k=0

in einer Hilbertraumbasis {by},., mit den Formeln (A), (B), (C) und (D) nicht ohne weiteres eine
Fourierentwicklung des Bildes in der Form

o0
Ua = Z o, Uby,
k=0

ablesen kann, wie das beispielsweise bei dem Beweis von Weinberg der Fall ist. Bargmann geht
hier wohl davon aus, dass der Schritt zu abzdhlbaren Summen ein kleiner ist, da die Konvergenz
der Bilder unter U bereits durch das Lemma|[V.2sichergestellt ist. Wir werden diesen Schritt expli-
zit in Kapitel [VI|durchfiihren. Dort brauchen wir ihn bei der Verallgemeinerung des Hauptsatzes
der projektiven Geometrie auf projektive Hilbertraume, um von den endlichen auf abzihlbare
Summen iiberzugehen (sieche Abschnitt[VI[2).

3. Vergleich der Beweise

Neben der Betrachtung von U(1)-Orbits, die Bargmann aus dem Orginalbeweis tibernimmt, und
die, wie wir gesehen haben von essenzieller Bedeutung fiir seine Konstruktion ist, ist der au-
genscheinlichste Unterschied des Beweises von V. Bargmann zu allen anderen Beweisen (von
Weinberg, Wigner und zum Beweis des Hauptsatzes der projektiven Geometrie von E. Artin),
dass Bargmanns Konstruktion offensichtlich ohne die Wahl einer festen (Hilbertraum-) Basis aus-
kommt. Es ist aber auch gerade diese spezielle Vorgehensweise, die die Ahnlichkeit zu dem Be-

weis des Hauptsatzes der projektiven Geometrie von E. Artin deutlich werden lésst.
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Um nun etwas konkreter zu werden, betrachten wir den ersten Schritt von Bargmann, die Festle-
gung des Bildes eines Vektors in (A), was letztlich auf die Wahl einer globalen Phase, und damit
auf die Festlegung der Abbildung in e! hinauslduft. Diesen Schritt miissen natiirlich auch die
beiden anderen Beweise machen. Artin legt mit vy — wy das Bild eines Basisvektors fest und er-
hilt aus der Additivitdt dann die Lange aller anderen Basisvektoren des Bildraums, (vgl. Schritt
seines Beweises in Abschnitt [[3| der vorliegenden Arbeit). Weinberg wiahlt b; — b} und legt
dann ebenfalls unter Ausnutzung der Additivitit die Basis des Bildraumes vollkommen fest, (vgl.
VI2.1). Nun beginnt Bargmann die Analyse der Abbildung auf dem orthogonalen Komplement,
er erhilt aus der Transformation des Vektors e + z (¢ € e) und der festgelegten Abbildung V/
auf e+ alle Informationen iiber den Kérperautomorphismus o. Die Analogie zu den Schritten
und |(v)| bei Artins Beweis ist fast offensichtlich. Artin betrachtet dort einen allgemeinen Strahl
[A1v1 + - - + Apv,] aus dem Komplement von vg und erhélt daraus und aus der Transformation
von [vg + A;v;] alle Eigenschaften des Kérperautomorphismus. In beiden Beweisen wird dann im
letzten Schritt, bei Artin und Abschnittbei Bargmann, auf exakt die selbe Weise auf den

gesamten Raum zuriickgeschlossen.

Die Art der Analyse des Kérperautomorphismus hat dabei mehr Ahnlichkeit zu der entsprechen-
den Analyse bei Weinberg (vgl. [[V|2.2). Beide (Weinberg und Bargmann) gehen direkt von dem
Korper der komplexen Zahlen aus, und erhalten beide mit sehr dhnlichen Argumenten die Wig-
neralternative (vgl. (26)+([27)—(30)/ (31) bei Weinberg und ([@7)+{@8)— (53) bei Bargmann). Artin
bleibt hier allgemeiner und erhilt konsequenterweise auch einen allgemeinen Korperautomor-

phismus.

Der Vollstandigkeit halber sei hier bemerkt, dass der Orginalbeweis von Wigner eine Liicke auf-
weist. Wigner zeigt nicht, dass die beiden Moglichkeiten (hier mit Wigner-Alternative bezeichnet)
unabhingig von den Koeffizienten gilt. Weinberg schlieSt diese Liicke in Abschnitt[[V]2.3} Barg-
mann zeigt die Unabhéngigkeit von den Koeffizienten indem er Gleichung beweist.

Die Unabhiéngigkeit von den Vektoren, die wir nach dem Vorbild von Weinberg in Abschnitt
diskutiert und bewiesen haben, braucht Wigner in seinem Beweis nicht zu betrachten, da er
nur solche Transformationen betrachtet, die die Zeitrichtung respektieren. Wigner kann auf diese
Weise den antiunitdren Fall ausschlieffen und betrachtet nur den unitdren. Bargmann definiert -
dhnlich zu Weinberg- eine Indikatorfunktion, um die Unabhéingigkeit von den Vektoren nochmals
deutlich zu machen. Fiir einen Vergleich der beiden Funktionen sei an dieser Stelle aber auf den
Anhang [Clverwiesen.

Es lasst sich also sagen, dass die Struktur des Beweises des Wigner-Theorems von V. Bargmann
und damit auch die des Orginalbeweises dem Beweis des Hauptsatzes der projektiven Geometrie
sehr dhneln, was lage also naher, als zu versuchen beide zu verbinden, bzw. die Aussage aus
dem Hauptsatz der projektiven Geometrie auszunutzen, um das Wigner-Theorem zu beweisen.

Hierum wollen wir uns in dem folgenden Kapitel kiimmern.



KAPITEL VI

Wigner-Theorem und Hauptsatz der projektiven Geometrie

Wie bereits angekiindigt, wollen wir in diesem Kapitel zeigen, dass das Wigner-Theorem, das wir
nun bereits in den letzten beiden Kapiteln bewiesen haben, eine Verallgemeinerung des Haupt-
satzes der projektiven Geometrie auf projektive Hilbertraume ist. Zentral ist dabei der Kollinea-
tionssatz den wir im ersten Abschnitt dieses Kapitels beweisen, und der letztlich eine Verall-
gemeinerung des Hauptsatzes der projektiven Geometrie auf beliebigdimensionale Hilbertraume
moglich macht. Die Vorgehensweise ist dabei wie folgt.

Der Kollineationssatz besagt, dass jede Abbildung zwischen projektiven Hilbertraumen, die die
zusétzliche Struktur © : PH x PH — R, respektiert, eine Kollineation ist. Insbesondere folgt
daraus dann, dass jede Symmetrietransformation eine Kollineation ist, und zusammen mit dem
Hauptsatz der projektiven Geometrie folgt das Wigner-Theorem fiir endlichdimensionale Hilber-
trdaume (vgl. Korollar EI Im zweiten Abschnitt des Kapitels konnen wir dann den Haupt-
satz der projektiven Geometrie auf beliebigdimensionale projektive Hilbertraume verallgemei-
nern, zumindest, wenn wir nur solche Kollineationen betrachten, die aus der Invarianz der PH-
Struktur © kommen. Eine direkte Folge dieses verallgemeinerten Hauptsatzes ist dann das Theo-
rem von E. Wigner fiir beliebigdimensionale Hilbertraume (vgl. Korollar[VL5).

1. Der Kollineationssatz und die Invarianz der PH-Struktur

Fiir beliebigdimensionale projektive Hilbertraume gilt:

THEOREM V1.1 (Kollineationssatz). Jede bijektive, quasiunitire Abbildung zwischen projektiven Hil-
bertriiumen, d.h. jede bijektive Abbildung K : PH — PH, die die innere Struktur © : PH x PH — R
invariant lisst:

Ka©Kb=a®b VYabePH,

ist eine Kollineation.

BEWEIS. Bezeichne a v b eine projektive Gerade in PH, dann kénnen wir a,b € a v b ohne
Beschriankung der Allgemeinheit so wahlen, dass

a®b=0.

Durch die relative Lage der beiden Strahlen a und b wird (solange a und b projektiv unabhingig

sind) schliefflich nicht die aufgespannte Biindelebene (= projektive Gerade) verdndert.

Nun wihlen wir eine orthogonale Basis (OGB) B = {by},.; von H so, dass b; € a und b, € b.

Dann hat ein beliebiger Reprasentant ¢ € ¢, mit ¢ € a v b einem projektiven Punkt auf a v b, eine

IMan beachte, dass Bargmann in seinem Beweis tiberhaupt nur endliche Linearkombinationen von Vektoren betrachtet.
Wir kénnten also bereits an dieser Stelle das Wigner-Theorem als bewiesen betrachten. Der zweite Teil des Kapitels besteht
folglich im Wesentlichen aus einem Konvergenzbeweis.

73
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Darstellung als:
¢ = y1by + Yabo vi€C.

Wir erhalten nun eine zweite OGB B’ = {b}.},_, von ‘H indem wir die erste mit K abbilden. Die
Orthogonalitét folgt dabei aus der Invarianz von ©:

[<blb)[? KA
O0pi = ——+——<=brOb; =Kb; ©Kb; = —/——X " ——
S O S X R R AU AT
und wegen der Bijektivitdt von K hat jeder Basisvektor in 5 genau ein Bild in B’. B’ ist also
ebenso méchtig wie B und damit auch eine Basis von H. Wegen 0 < b, ©® b, = Kb, © Kb, wird

im Ubrigen auch keiner der Basisvektoren in B auf den Nullvektor abgebildet.

Ein beliebiger Vektor ¢’ € Kc kann nun auch nach den {b} }, ., entwickelt werden:
cd = Z ;.5 -
k

Man liest aus der Entwicklung von c ab, dass v, = 0 Yk > 3. Ferner gilt v, = {bg|c) und v}, =
b |c">. Wegen

(AL
ALSICIEY

2
KBl e - Kby 0 Ke =

Cbr|br) el

folgt dann fiir die Koeffizienten von ¢':
Ve = bl y = brley =0 Vk =3.

Dabei haben wir wieder ausgenutzt, dass |a] = 0 & a = 0 Va € C. Die Entwicklung von ¢
reduziert sich also auf

¢ = 4B +4hh.
Da nun nach Konstruktion b} € Ka und b, € Kb und ferner die obige Konstruktion fiir beliebige
¢’ € Kc durchfiihrbar ist, haben wir

Kc e Ka v Kb Vceavb.
In jedem Fall gilt nattirlich Kc € K (a v b) und wir erhalten:
K(avb)cKavKb.

Nun respektiert auch die inverse Transformation K ! der Abbildung K die innere Struktur ©.
Wir haben also auch:

K'(avb)cK'a vK'b Va b ePH,
und wegen der Surjektivitidt von K konnen wir a’ und b’ ohne Beschrankung der Allgemeinheit
als Bilder unter K auffassen. Seien also a’ = Ka und b’ = Kb, dann folgt:

K !'(KavKb)cavb,

nach Abbildung mit K also:
KavKbcK(avb),

die Inklusion in die andere Richtung. Wir haben damit
K(avb)=Kav Kb,

wonach K eine Kollineation ist (vgl. Definition [L.5)). O
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Aus der Definition der Symmetrietransformation [l1L.1|folgt dann natiirlich sofort:

KORROLAR VI1.2. Jede Symmetrietransformation ist eine Kollineation zwischen projektiven Hilbertriu-
men.

Die Umkehrung dieser Aussage ist im Allgemeinen nicht richtig, denn es kann nattirlich Kol-
lineationen auf PH geben, die die intrinsische Struktur ® : PH — PH nicht invariant lassen,
und es wire eine vom mathematischen Standpunkt aus sicher interessante Aufgabe herauszufin-
den, ob der Hauptsatz der projektiven Geometrie auch fiir solche Kollineationen, die dann Abbil-
dungen zwischen beliebigdimensionalen projektiven Hilbertrdumen sind, seine Giiltigkeit behilt.
Wir beschranken uns im Folgenden bei der Verallgemeinerung des Hauptsatzes der projektiven
Geometrie allerdings auf die quasiunitdren Abbildungen auf PH, d.h. auf solche Kollineationen
K : PH — PH, die aus der Invarianz der inneren Struktur ® : PH x PH — R folgen. Formulie-
ren aber zuvor noch kurz das Wigner-Theorem fiir endlichdimensionale Hilbertraume, das nun
durch den Kollineationssatz zum Korollar des Hauptsatzes der projektiven Geometrie [.12]
wird.

KORROLAR VI.3 (Wigner-Theorem fiir endlichdimensionale Hilbertraume). Sei H,, ein (n + 1)-
dimensionaler Hilbertraum, sei ferner K : PH,, — PH, eine quasiunitire Kollineation (d.h. eine Sym-
metrietransformation). Dann gibt es eine zu K kompatible, semiunitire Abbildung U : 'H,, — Hy:

Hn - _U_ > Hn
PH, — > PH,

Ist {by},c; eine Basis von H,, so haben wir also:

Ui Oékbk‘| = lzn: O’(Oék) Ubk

k=0

(58)

)

mit o : C — C einem Korperautomorphismus.

BEWEIS. Nach Korollar ist jede Symmetrietransformation eine Kollineation. Fiir den
endlichdimensionalen Vektorraum H,, kénnen wir demnach den Hauptsatz der projektiven Geo-
metrie anwenden, und erhalten die Existenz einer kompatiblen semilinearen Abbildung U : H,, —
H,.DaK : PH, — PH, aber insbesondere quasiunitir ist, muss jede kompatible Abbildung or-
thogonale Vektoren auf orthogonale Vektoren abbilden. Wahlen wir also die Bilder Uby, € K [by]
der Vektoren einer Orthonormalbasis B = {b;},.,; ebenfalls normiert, so erhalten wir eine semi-
unitdre, kompatible Abbildung U : H — 'H (vgl.[[V.4). O

2. Verallgemeinerung des Hauptsatzes

Der oben bewiesene Kollineationssatz macht es uns nun moglich den Hauptsatz der projektiven
Geometrie noch auf beliebigdimensionale projektive Hilbertraume zu verallgemeinern. Was da-
zu noch fehlt ist eine Konvergenzbetrachtung, die es uns erlaubt die endlichen Summen in
durch abzadhlbare zu ersetzen. Was bei dieser Betrachtung wesentlich eingeht ist zum einen das
endlichdimensionale Wigner-Theorem (Korollar[VL.3) und zum anderen die Quasiunitaritit einer
zu K : PH — PH kompatiblen Abbildung U : H — H. Wir werden sehen, dass der Schritt vom
Endlichen ins Unendliche verhiltnisméa@ig klein ist. Der wesentliche Teil der Konstruktion, der

die geometrischen Uberlegungen beinhaltet, wurde bereits im ersten Abschnitt durchgefiihrt.
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Sei zur konkreten Ausfithrung der Konvergenzbetrachtung nun, wie oben, B = {b;} w7 €ine ONB
von H, sei ferner U : 'H — 'H eine zu K : PH — PH kompatible Abbildung, dann kénnen
wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass auch die Menge B’ = {Uby},, eine
ONB von H bildet (vgl. Korollar bzw. Beweis von Theorem [VLI). Sei ferner ¢ : C — C ein
Korperautomorphismus. Wir haben dann zu zeigen:

THEOREM V1.4 (Hauptsatz der projektiven Geometrie auf projektiven Hilbertraumen). Sei K :
PH — PH mit

Ka®Kb=a@®b Va,be PH
eine quasiunitiiren Kollineation auf einem projektiven Hilbertraumf| Dann ist K auch eine quasiunitiire
Semiprojektivitit, d.h. die zu K kompatible Abbildung U : H — H kann semiunitir gewihlt werden:

(59) |f] Z akbk] = li a(ak) Ub[€
k=0

k=0

"Man beachte, dass die Eigenschaft “quasiunitdr” bereits impliziert, dass es sich bei der Abbildung um eine Kollineation
handelt (vgl. Kollineationssatz|[VI.T).

BEWEIS.

Voriiberlegungen. Wir setzen zur Abkiirzung fiir die Partialsummen der obigen Reihen:

(60) Tpi= Y kb yni=Uzn =U Y opby  zn:= Y, 0 (ax) Ubg.
k=0 k=0 k=0

Fassen wir H,, als endlichdimensionalen Unterraum von H auf, der von den ersten n + 1 Basis-

vektoren {by, ..., b,} aufgespannt wird, so folgt aus dem endlichdimensionalen Fall des Wigner-
Theorems (Korollar|[V1.3), dass

(61) Yn =2, VneN.

Auf der linken Seite von taucht kein Problem auf, da die Definitionsmenge der Kollineation
K : PH — PH der projektive Hilbertraum PH ist, ist die Definitionsmenge der kompatiblen
Abbildung U : H — H der Hilbertraum. Es gilt also insbesondere

u
(62) r:= lim z, = Z arby € H

n—xX
k=0

das heifst die Folge der Partialsummen z,, konvergiert gegen ein Element = € H.

Auch die Reihe auf der rechten Seite konvergiert gegen ein Element z € H. Da sowohl {b;} als
auch {Uby,} eine Orthonormalbasis von H bildet, folgt die Konvergenz von Y}~ ;o (ay) Uby, un-

mittelbar aus |0 (a)| = |a| und der Konvergenz von Y, auby.. Explizit rechnet man nach, dass
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die Folge Z := (2,),,oy der Partialsummen gegen ein Element z € H konvergiert:

neN
o8] n 2
lim |z —z,)° = lim Z o (ag)Ub, — Z o (ag) Uby
k=0 k=0
o 2
= lim | Y o()Ub
n—a
k=n+1
ox
= lim > o ()]
n—o0
k=n+1
e
= lim ) o/
n—0
k=n+1
o8] n 2
= lim Z Oékbk — Z Oékbk
n—o
k=0 k=0
= lim |z —z,| =0.
n—>a
Wir haben also auch:
(63) lim z, =zeH|.
n—o

Zur spateren Referenz sei noch bemerkt, dass aus der starken Konvergenz bzw. aufgrund
der Stetigkeit des Skalarproduktes auch die schwache (komponentenweise) Konvergenz folgt. Es
gilt demnach:

nh_r)r}O (xpla) = (z|a) und nh_r)rgc (zplay = (z|a) Vae H.
Insbesondere folgt darausﬂ
(64) lim [zl = [Kelopl”  und L Keala) = [zla)* VaeH.
Desweiteren folgt aus den selben Gleichungen und auch die Konvergenz der Normen:
(65) Tim foaf? = [2fF  und i [z)® = |2
schlieBlich ist auch die Norm ||| : H — R eine stetige Abbildung.
Was wir nun noch zeigen miissen. Was wir nun noch zeigen mdtissen, ist, dass der Grenzwert
z=Y,_o0 (ar) Uby (vgl. ) ein Element des Strahls K [z] = [Ux] ist, dass also

lim z, € [Uz] .

n—w

Eigentlicher Beweis. Auf der einen Seite haber wir (vgl. ):

2 2
m |<y7L|a>| _ hm |<U'rn|a>| va € H,

o Yyl * al® n= Uz [al

2
InCgilt: an =« = |an| — |
undinR: pp, — p = 02 — p2.
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setzen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit a := Ub, so folgt zusammen mit der Quasiuni-
taritat der kompatiblen Abbildung U:

Kol KW UO
o gl al® T o (U (U
n I’
1Dl

e T

Aus und folgt dann:
Kyala)l” _ Kzlb)l®

. 20 12 22
P27 gl ™ ] o
was wir wegen der Quasiunitaritdt wieder umschreiben kénnen zu:
2 2
m Sl - KUz|UB)|
\ 2,2 2 2
"7 yn|” ol |Uz]" |Uo]
2
(66) I L VI
1Uz]" o]

Auf der anderen Seite erhalten wir aus dem Wigner-Theorem fiir endliche Dimension (vgl. Glei-

chung (61)):
2 2
B A A

S yal* fal® n=0 |zl al®

woraus mit (64) und (65) sofort folgt:

_ yalay - Kenlay?
Jim o S =l o
“ ynl” lla] lznll” el
2
(67) N G

2 2
21" flall

Nehmen wir nun beide Ergebnisse und (67) zusammen, so folgt nach der Definition der
Wahrscheinlichkeitsabbildung (13):

el Kyl
|U2]* Jal? 21 fla?
[Uz]©fa] = [2]®]a] VaeH.

Setzen wir speziell [a] = [z], so folgt daraus
[Uz]O[z] =1
und mit der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung (Lemma folgt die Behauptung:

[Uz] =[] .

Nun sind die quasiunitdren Kollineationen K : PH — PH auf dem projektiven Hilbertraum aber
gerade die Symmetrietransformationen. Es folgt demnach, wie oben angedeutet, direkt aus der
Verallgemeinerung des Hauptsatzes der projektiven Geometrie das Wigner-Theorem:
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KORROLAR VL5 (Wigner-Theorem). Jede Symmetrietransformation T : PH — PH ist eine quasiu-
nitire Semiprojektivitit. Zu jeder Symmetrietransformation gibt es demnach eine kompatible semiunitiire
Abbildung U : H — 'H, das heifst das folgende Diagramm kommutiert:

U
H-——>H
i - i

PH — PH

Wie wir also gesehen haben, steckt die Geometrie des Wigner-Theorems bereits fast vollkommen
in dem Hauptsatz der projektiven Geometrie. Insbesondere haben wir gesehen, dass die Intuiti-
on, die wir (speziell in der Quantenmechanik) oft aus Uberlegungen im Endlichdimensionalen

erhalten, meist auch fiir unendliche Dimensionen ihre Giiltigkeit behalt.






ANHANG A

Kohomologie von Gruppen

Wir orientieren uns bei dieser knappen Einfithrung an einer Aufgabe aus [AB95, Abschnitt 5.12].

In der mathematischen Literatur wird die Kohomologie von Gruppen oft im Zusammenhang mit
Gruppenerweiterungen behandelt. Dort treten als Elemente sogenannte n-Koketten auf, das sind
Abbildungen
f:Gx--xG—>M
AR

aus dem n-fachen Produkt der Gruppe mit sich selbst auf einen G-Modul M. Ein G-Modul ist

dabei eine Abel’sche Gruppe (M, +) auf der G (von links) wirkt:
GxM — M
(9;0) = ga,
wobei die Gruppenstruktur in M erhalten bleibt:

g (a1 + az) = gay + ga .

Wir beschranken uns fiir unsere Betrachtungen auf den Spezialfall M = R. Es sei also G eine
Gruppe und (R, +) ein G-Modul. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit konnen wir als Wirkung
von G auf (R, +) die triviale Wirkung wahlen

GxR —- R

(g,) — «.

Wir werden uns bei den Betrachtungen zur Gruppenkohomologie in dieser Arbeit auf G-Moduln
mit trivialer Gruppenwirkung beschréanken. Wir definieren nun:

DEFINITION A.1 (n-Kokette von G mit Werten in R). Eine n-Kokette von G mit Werten in R ist
eine Abbildung
kG x--xGoR.
—_—

Die Koketten n-ten Grades erben die Gruppenstruktur von (R, +), sind ndmlich f und h zwei
Koketten n-ten Grades, so definieren wir die Verkniipfung

(f+h)(g1s--s9n) = (91,1 9n) +h(g1;- -5 9n)

beziiglich der die n-Koketten offensichtlich eine Abel’sche Gruppe bilden. Wir bezeichnen diese
Gruppe der n-Koketten von G' mit Werten in R mit C™ (G, R). Analog zu der Vorgehensweise
bei der de Rham-Kohomologie kénnen wir nun eine Abbildung definieren, die den Grad einer
G-Kokette um Eins erhoht:
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DEFINITION A.2 ("Aufere Ableitung” fiir n-Koketten auf G). Wir definieren die Abbildung
5" C"H(G,R) - C" (G, R)
durch:

; n—1
+Z(_1) k (9155 9iGit1s--59n)

n—1

+(-D" k (91, 1 9n—1) -

Genauso wie die dufiere Ableitung bei den Differentialformen ist diese Abbildung nilpotent, d.h.

(68) 415 o).

BEWEIS. Seialso f € C"~2 (G, R), dann haben wir:

(0" (")) (91, ---59n) = (6" ) (92,---,9n)

n—1
+ Z (_1)k (571—1f) (glv sy eGR4 1, - - - 7971)
1

k=
+(=1)" (6"71f) (91, -, gn—1)

n—2
= f (937 s agn) + Z (_1)k f (927 <o k419842, - - agn) + (_1)”—1 f (927 s 7971—1)
M r=t ) 2) ’

n—2
+ (_1)71 f (92; s ,gn—l) + Z (_1)k f (917 s eGR4, - - - agn—l) + S_l)nil f (gla ce 7gn—2)
k=1

_

-~

(27 (3)
k ~ l
+ (_1) f(gl7>gkgk+17agn2+2(_1) f(gla"'7glgl+la"'7gkgk?+17"'7g’ﬂ)
> I<k
1)

+1
+Z(—1)+ fg1s e Gkgrs1s s QG415 - -5 Gn)
1>k

n—1 —~
+£_]‘) f(gli"'7gkgk+l7-“7gn2 )
(3"

wobei die Argumente mit Dach gestrichen werden. Betrachten wir zunéchst die Terme ohne Sum-
menzeichen, so sehen wir, dass sich der Term (1) gegen den ersten Term (1) der Summe fiir k = 1
weghebt. Der Term (2) hebt sich mit (2’) weg; und der Term (3) wird durch den Term (3’) der
Summe fiir k = n — 1 kompensiert. Es bleibt also noch:
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n—2 n—2
k n k
= (_1) f(92a-~-7gk+1gk+27---7gn)+(_1) (_1) f(glv"'7gkgk+17"'7gn—1)
=1 k=1
) (%)
n—1 . n—2 A
n—1
+ Z (_1) f(gQa"'agkgk+1a"'7gn)+(_1) (_1) f(g]-?"'?gkgk?“rl?"'797171)
5:2 . o k=1 B
(@) (5)
n—1
k l
+Z (_1) Z(_l) f(glv"'vglglJrlv'“agkngrla"'vgn)
k=1 i<k

l+1
+Z 917"'7g]€gk+15'"aglgl+17"'7gn) ;
1>k

hier heben sich nun die Terme (4) mit (4") nach einer Indexverschiebung und die Terme (5) mit
(5") weg. Dass sich auch die letzten beiden Summen aufheben, kann man sich ebenfalls mit einer
Indexumbenennung {iberlegen:

n—1
k l
= (_]‘) Z(_l) f(gl7"'7glgl+17"'7gkgk+1>"‘7gn)
k=1 <k
n—1 ) )
- (_1)1 Z (_1)] f (91’ vy 9iGi41s - -5 9595415 - - agn) )
i=1 j>i
fiir festes j = k laufen beide Summen (i und /) von 1,...,j = k, man muss dann nur noch tiber

alle j bzw. k summieren und erhélt:

Z Z ) f(glu"'7glgl+17"'7gkgk+17"'7gn)

<k

=1
TL—
Z D/ (=1 f (9152 9iGis1s -1 9iG5 4151 gn) =0

1<j

Da die Abbildungen 6" : C"~! (G,R) — C™ (G, R) iiberdies auch die Gruppenverkniipfung re-
spektieren, d.h.

§"(f+h)y=6"f+6"h VfheC" ' (G,R) VneN,

sind sowohl die Bilder, alsauch die Kerne von 4" abgeschlossen unter ”+”EI wir erhalten also
Untergruppen von C" (G, R) bzw. C"~! (G, R) und konnen definieren:

ISind fyh €1im(6™), soist f = 6™aund h = §™b, dann ist aber auch
f+h=086"%+8"b=2¢6"(a+b)eim(d") .
Sind f, h € ker (6™), so ist 8" f = §™h = 0, und wir haben auch
" (f+h)y=86"f+6"h=0
also (f + h) € ker (6™)
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DEFINITION A.3 (Kozykel und Korénder). Sei " : C" ! (G,R) — C™ (G, R) wie oben beschrie-
ben, dann bezeichnen wir die Untergruppe

B" (G,R) :=im(0") c C" (G,R)
als n-te Korandgruppe von G mit Werten in R; und die Untergruppe
Z"(G,R) :=ker (6""') « C" (G,R)

als n-te Kozykelgruppe von G mit Werten in R.

Aus folgt dann im(6™) < ker (6™"'), nach Definition also

B"(G,R) c Z" (G,R) .

Damit haben wir einen sogenannten Komplex von Kokettengruppen:

(69) c (G,R) S 2 (G,R) S P (GR) — - |.

Wir haben folgende interessante

FESTSTELLUNG A.4. Die 1-Kozykel der Gruppe G mit Werten in R sind gerade die Gruppenhomomor-
phismen h : G — (R, +), es gilt also

1 1 1 1
k (9192) =k (91) + k (92) Y ke Z' (G,R) .

BEWEIS. Z! (G, R) ist nach Definition ker (%), also die Menge
Z'(G,R)={zeC"(G,R):6°2 =0} .
Sei also z : G — R ein 1-Kozykel, so gilt nach Definition|A.2)

0= (6°2) (91, 92) = 2 (92) — 2 (9192) + 2 (1) V91,92 € G,

also ist z ein Gruppenhomomorphismus. Die umgekehrte Richtung ist nun ebenfalls offensicht-
lich. O

Der Komplex gibt nun Anlass zu der Definition einer Gruppenkohomologie.

DEFINITION A.5 (Gruppenkohomologie auf G). Es sei wie oben Z" (G,R) die Gruppe der n-
Kozykel von G mit Werten in R; B™ (G,R) die entsprechende Korandgruppe. Wir definieren
dann die Kohomologiegruppe vom Grade n auf G als:

(o R) e ZUGR) ke (67
H(GR) = T (G,R) — im(6")

Es sei an dieser Stelle ausdriicklich darauf hingewiesen, dass die hier gegebene Definition einer
Gruppenkohomologie keineswegs die allgemeinste ist, fiir eine allgemeine Definition sei auf die
mathematische Literatur (z.B. [AB95]) verwiesen. Fiir unsere Zwecke und insbesondere zum Ver-
stdndnis der im 3} Abschnitt des Kapitels [lLI| dieser Arbeit verwendeten Schlussweise, reicht die
hier gegebene Definition aber vollig aus. Es sei vielleicht noch bemerkt, dass die dort auftauchen-
de projektive Phase keine Werte in R, sonden vielmehr in dem Moduloring (R/27Z) annimmt, der
aber genauso elementar wie zu Anfang dieses Anhangs beschrieben, durch die triviale Wirkung
von G zu einem G-Modul gemacht werden kann.



ANHANG B

Rechnungen

In diesem Anhang sind alle Rechnungen gesammelt, auf die im Hauptdokument verwiesen wur-
de.

Aus Kapitel [V}
von S.[b7t Formeln (32)—(33).
Die Formel (32) lautet:
) 2
‘1+7"'+W = 1+7k+<%>
N " g
) - S
e 2t [ 1+W+ u(v)‘
N Momn 71 71 71 71

Il
=)
E
|
J’_
-
—~
=
J’_
—
ge
~—
~
—

5 -
Re[ X+t + [Im(W + %>] e
7 71 T At pat ga!

() em(2)] = [(2)-m()]

|
—

—
R
o2
L

Im k> Im<% =0,
ga! Y1
das ist die Formel (33).
von S.[58t Formeln (36)— (37).
Die Formel (36) lautet:
2 2
DiBrok| = > Brou
% %
2 2
DiBrok| — > Bvak| = 0
k k
2 2 2 2
ZRe(ﬂkak)] + Zlm(ﬂkak)} — ZRe(ﬂkozk)l - lz Im(ﬂkak)l = 0
k k k k

mit Re(nx) = Re(n) Re(x) — Im(n) Im(x) Vn, x€C
Im(nx) = Re(n) Im(x) + Re(x) Im(n) Vn, x€C

erhilt man
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2 2

Z Re(Br) Re(ax) — Z Im(Be) Im(ar) | + Z Re(3) Im(ov) +ZIm(E) Re(a)

k k l l
=:A =:—B =:C =:—D
— | DIRe(Bm) Re(am) = Y. Im(Bn) Im(am) | — | D Re(Bn) Im(am) + Y Im(B3,) Re(an) =0
=A =B =C =YD
mit Re(7) = Re(n) VneC

Im(7) = —Im(n)  VneC

und den angedeuteten Definitionen rechnet man leicht nach:

[A+ B>~ [A-BP’+[C-D’-[C+D]> = 0
4AB—-4CD = 0
AB—-CD = 0

Riickwirtiges Einsetzen liefert:

2 Re(B) Re(ax) Im(5;) Im(au) = 3 Re(Bm) Im(am) Im(n) Re(an) =0,
woraus man nakclh Umbenennung der Indizees: mm—n> lund n — k erhalt:
2. {Re(ax) Im(ar) Re(B5) Im(61) — Re(ax) Im(ar) Re(5;) Im(Bx)} = 0.
Das kann man audkllals Produkt schreiben:
; [Re(ar) Im(au) = Re(an) Im(ax)] - [Re(8x) Im(5r) — Re(f) Im(B5)] = 0.

Ersetzen wir dann noch o, — @ und Br — B, so ergibt sich unter Beachtung der dadurch gednderten

Vorzeichen:

> [Re(@x) Im(au) + Re(eu) Im(@)] - [Re(Bx) Im(3:) + Re(B) Im (Bx) ] = 0,

kl

was wir mit Hilfe der obigen Identitdt umschreiben konnen zu:

> Im(@ke) Im (BeB) = 0.
kl

Das ist gerade die Formel (37).



ANHANG C

Die Indikatorfunktionen von Bargmann und Weinberg

Um nochmals explizit zu zeigen, dass die beiden Félle 0 = id und ¢ = id eine intrinsische Eigenschaft der
Symmetrietransformation wiederspiegeln, definiert Bargmann eine Indikatorfunktion
A: (S7/U@1)? - C
(a,b,c) —  Afa,b,c) :={alb){b|c){cla) Vaea,beb,cec,
mit deren Hilfe man ablesen kann, ob die Realisierung einer Symmetrietransformation unitar oder antiunitéar

ist.
Die Funktion A ist offensichtlich unabhiéngig von den globalen Phasen der Reprisentanten a, b, c € S*. Eine
Transformation der globalen Phase der Reprasentanten:

a— e%a , b e , c e,

eine Transformation also, die die Zugehorigkeit zu dem jeweiligen Einheitskreis respektiert, wirkt sich nicht
auf den Wert von A aus, damit ist A : (S*/U (1))® — C wohldefiniert. Wir kénnen also aus den Einheits-

kreisen beliebige Reprasentanten wahlen und erhalten aus der speziellen Wahl Ua € Ta etc.:

A(Ta, Tb,Tc) = (UalUbYyUbUUc|Ua)
= o (alby) o ((bley) o ({clap)
= o (aly Pley(clay) -

Insgesamt gilt also:

(70) A (Ta, Tb, Tc) = o (A (a,b,c)) .

Ist A (a, b, c) € C\R, so erhalten wir eine Information dariiber, ob die zu T : $*/U(1) — S*/U(1) kompa-
tible Abbildung U : H — H unitdr oder antiunitdr sein muss. Sie ist unitdr, falls A (Ta, Tb, Tc) = A (a, b, ¢)
und antiunitar, falls A (Ta, Tb, Tc) = A (a, b, c), wie wir oben bereits gesehen haben, gibt es nur diese beiden
Moglichkeiten.

Aus der Betrachtung des Beweises von Weinberg kennen wir bereits eine dhnliche Indikatorfunktion (vgl.
AbschnittKap., und wissen somit, dass es Vektoren in H gibt, fiir die es keinen Unterschied macht, ob
die entsprechende Abbildung antiunitar oder unitér ist. Wir hatten diese Menge dort mit .4 n B bezeichnet,
die selbe Menge erhalten wir auch aus der Indikatorfunktion von Bargmann. Es sind alle Représentanten
a € abebund c e c, fiir die

A(a,b,c) eR.
Waéhlen wir nun eine Basis {b;},.; von H, so konnen wir die Reprasentanten in dieser Basis entwickeln, und
erhalten fiira = 3, ; asbi, b= 3,/ B;bj und ¢ = X, yibi:

Afa,b,c) = Zaibi|25jbj> ZﬁkbklZ’nbz> nymbm|2anbn>
el jel kel lel mel nel
= Y @B (Bew) Fmem) -
i,k,mel
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Fiir diejenigen Vektoren also, bei denen alle relativen Phasen bei der Darstellung in der Basis {b;},.; ver-
schwinden, bei denen die Entwicklungskoeffizienten also so gewahlt werden miissen, dass alle die sel-
be Phase tragen, heben sich die Phasen der Koeffizienten alle heraus, es folgt A (a,b,c) € R, das heifit
o (A(a,b,c)) = A(a,b,c) und unabhingig von der gewdahlten Transformation und ihrer Realisierung gilt

nach (70):
A (Ta, Tb, Tc) = A(a,b,c) .

Die Menge aller Vektoren, fiir die A (a, b, c) € R ist genau die Menge, die wir bei Weinberg mit der Schnitt-
menge A n B bezeichnet hatten, sieche Abbildung 2] in Kapitel Die Bargmann’sche Indikatorfunktion
macht deutlich, dass man zunéchst eine Basis wahlen muss, um die Menge dieser Vektoren explizit angeben
zu konnen. Da die relativen Phasen der Darstellung eines Vektors insbesondere von der gewéhlten Basis

abhédngen, ist die oben bzw. bei Weinberg gefundene Menge A N B fiir jede Basis eine andere.



Teil 2

Identische Teilchen






Motivation

Der Spin-Statistik-Zusammenhang ist eines der grundlegendsten Phidnomene, sowohl der rela-
tivistischen, als auch der nichtrelativistischen Quantentheorie. Wihrend in der relativistischen
Quantenfeldtheorie (QFT) schon die verschiedensten Beweise fiir diesen Zusammenhang ge-
funden wurden, ist es bis heute nicht gelungen einen Beweis dieses “Theorems” in der nicht-
relativistischen Quantenmechanik (QM) zu finden. Man kann nicht abschliefSend beurteilen, ob
ein solcher Beweis in der QM {iiberhaupt existiert, obwohl es natiirlich viele Beispiele fiir Phé-
nomene gibt, die innerhalb der QM beschrieben werden, und die sich auf dem Spin-Statistik-
Zusammenhang begriinden. Darunter sind die Bose-Einstein-Kondensation, der fraktionierte
Quanten-Hall-Effekt, oder auch das Pauli-Ausschliefungsprinzip, das uns ein Geriist fiir den
Aufbau der Atomhiille gibt.

In den letzten Jahrzehnten wurden viele Versuche unternommen den Spin-Statistik-Zusammen-
hang in der nichtrelativistischen Quantenmechanik herzuleiten. Startpunkt ist dabei meist ein
klassischer Konfigurationsraum, in dem die Ununterscheidbarkeit der beteiligten Teilchen bereits
eingebaut ist. Michael G. G. Laidlaw und Cécile Morette DeWitt waren unter den ersten, denen es
gelang, daraus die Fermi-Bose-Alternative herzuleiten [LD71]]. Sie erhielten dieses Ergebnis aus
der Anwendung des Pfadintegral-Formalismus auf den Konfigurationsraum ununterscheidbarer
Teilchen in drei Raumdimensionen. Jon Magne Leinaas und Jan Myrheim konnten dieses Ergeb-
nis bestdtigen und erhielten zusétzlich die sogenannte Anyon-Statistik fiir zwei Raumdimensio-
nen [LM77]. In zwei Raumdimensionen ist die Statistik der Teilchen nicht durch ein Vorzeichen,
sondern durch einen allgemeinen Phasenfaktor bestimmt (“any statistic”). Seit dem gab es vie-
le verschiedene Ansétze, die versuchten einen Beweis des Spin-Statistik-Zusammenhangs aus
der Geometrie des Konfigurationsraums von zwei identischen Teilchen herzuleiten. 1997 stellten
beispielsweise Michael Victor Berry und Jonathan M. Robbins das Konzept einer “transported
spin-basis” vor, das vermittels einer Eindeutigkeitsannahme fiir die Wellenfunktion auf den rich-
tigen Zusammenhang von Spin und Statistik fiihrt [BR97]. Es wurde allerdings von Andrés Reyes
gezeigt, dass diese Eindeutigkeitsannahme zu Inkonsistenzen fiihrt [Rey06]. Der selbe Autor ver-
offentlichte zusammen mit Nikolaos Papadopoulos, Mario Paschke und Florian Scheck einen Ar-
tikel, in dem sie einen Zugang zu dem Spin-Statistik-Theorem vermittels projektiver Moduln vor-
stellen [PPRS04].

Viele der modernen Arbeiten weisen darauf hin, dass ein Beweis des Spin-Statistik-Theorems
alleine aus der Geometrie des Systems nicht moglich ist. Man sucht deshalb nach einer gewis-
sen “minimalen Bedingung”, die innerhalb der nichtrelativistischen Quantenmechanik formuliert
werden kann, und die dann vermittels der Geometrie ununterscheidbarer Teilchen auf den Spin-
Statistik-Zusammenhang fiihrt. Ein Ansatz, der in diese Richtung geht ist der Artikel von Bernd

Kuckert [Kuc04], der Motivation fiir diesen zweiten Teil der vorliegenden Arbeit ist. Der Autor
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prasentiert darin eine Bedingung an die Drehimpulsoperatoren des Ein- bzw. Zweiteilchensys-
tems als zu dem Spin-Statistik-Zusammenhang dquivalente Aussage. Bevor wir die in diesem
zweiten Teil angestrebten Ziele formulieren und unsere Vorgehensweise motivieren, wollen wir
hier kurz die Hauptaussagen des Artikels von B. Kuckert zusammenfassen. Kuckert betrachtet
in seiner Arbeit identische Teilchen sowohl in zwei, als auch in drei Raumdimensionen. Fiir den

Fall, dass jedes der Teilchen nur zwei Freiheitsgrade hat, erhilt er folgendes Ergebnis.

Bezeichne J den Gesamtdrehimpulsoperator des Einteilchensystems, j den
entsprechenden Operator des Zweiteilchensystems, bezogen auf den Schwer-
punkt des Zweiteilchensystems. Dann ist das Spin-Statistik-Theorem dquiva-
lent zu der Aussage, dass ein unitdrer Operator U : H' — H? zwischen dem
Einteilchen- und dem Zweiteilchenhilbertraum existiert, sodass:

(71) j=203U",

dass also das folgende Diagramm kommutiert:

Hl <[£T_H2
QJ\L ij
Hl _H>H2

In drei Dimensionen reduziert B. Kuckert die Analyse auf die Hilbertraume H' und H™, der
Reprasentanten von Einteilchen- bzw. Zweiteilchenzustdnden, in denen die z-Komponenten aller
Spins maximal sind. Er betrachtet auf H"" die Eigenrdume HTJ und H"" des z-Parititsoperators
P, : (x,y,2) — (z,y, —2) und gelangt zu folgender Aussage:

Bezeichne J, die z-Komponente des Einteilchendrehimpulsoperators, j. die
z-Komponente des Zweiteilchendrehimpulsoperators, dann kann die Gleichung

(72) j. =20T,U"

nur richtig sein, wenn man sie entweder auf HTJ oder auf H" einschrinkt,
also entweder

Ut oal
HL <= —HI H <——HI
27, i ljz oder 21, i ijz
Hl__U>H3_T H1_9>Hﬁ

Die Bestédtigung des Spin-Statistik-Zusammenhangs ist dquivalent zum ers-
ten, seine Verletzung dquivalent zum zweiten Fall.

Verlieren wir noch kurz einige Worte tiber die Motivation der Gleichungen und aus der
klassischen Mechanik (vgl. Abbildung|l). Betrachten wir zwei klassische, freie Teilchen gleicher
Masse m mit beliebigen Geschwindigkeiten 7' und . So bringt uns eine Geschwindigkeitstrans-
formation, gekennzeichnet durch die roten Pfeile, in das Schwerpunktsystem. Der Gesamtdre-
himpuls Lcy im Schwerpunktsystem ist dann offensichtlich gleich dem doppelten Drehimpuls
eines Teilchens Li,,. In der Quantenmechanik gehoren zu Ein- und Zweiteilchensystem natiir-
lich zwei verschiedene Hilbertraume. Insbesondere muss man die Konfigurationen, in denen die

Teilchen vertauscht wurden identifizierten.



MOTIVATION 93

7l
L(‘,\I

_ 1
Vou = (0 + o
oM 2(1 +7°)

Lty = mi' x Gy
(2 2
m(—7) x (=Ucy)

— 2
- LCM

7 71 T2 oTi
LC\[ = L(‘M + [‘(,‘M - 2L(‘M

ABBILDUNG 1. Zwei klassische Teilchen und ihr Drehimpuls

Fiir den zweidimensionalen Fall wurde bereits eine geometrische Herleitung des Ergebnisses von
B. Kuckert gefunden [KMO05]. Die Kuckert-Aussage wird darin durch eine Analyse der unitdren
Darstellungen der braid group B,, bestdtigt und sogar auf ein System von n identischen Teilchen
erweitertﬂ Gegenstand dieses zweiten Teils der Arbeit ist nun die Grundlagen fiir eine geometri-
sche Formulierung des dreidimensionalen Ergebnisses von Bernd Kuckert zu formulieren. Dazu
betrachten wir im ersten Kapitel [V1I|des zweiten Teils den Konfigurationsraum von zwei identi-
schen Teilchen in drei Dimensionen. Wir werden feststellen, dass dies gerade die reelle projektive
Ebene RP? ist. Desweiteren motivieren wir hier die Beschreibung durch C"-Vektorbiindel. Wir
werden sehen, dass es zwei natiirliche Vektorbiindel iiber R P? gibt. Die Schnitte des ersten Biin-
dels beschreiben identische Teilchen, die der Bose-Einstein-Statistik gehorchen, die des zweiten
Biindels beschreiben identische Teilchen in der Fermi-Dirac-Statistik. Diese Betrachtungweise ist
demnach eine weitere Herleitung der Fermi-Bose-Alternative aus der Geometrie des Konfigurati-
onsraums identischer Teilchen. In Kapitel [VIII| formulieren wir dann die SU(2)-Wirkung auf dem
zu betrachtenden Basisraum RP?. Das letzte Kapitel [[X| des zweiten Teils befasst sich dann mit
einer einfachen Hochhebung der SU(2)-Wirkung in die beiden Vektorbiindel iiber RP? und in die
entsprechenden Boson- und Fermion-Hilbertraume.

Es sei an dieser Stelle noch bemerkt, dass das Konzept, in das wir hier anhand der Geometrie
der Beschreibung von identischen Teilchen einen kleinen Einblick erhalten, auch andere An-
wendungsgebiete hat. So betrachtet Christpher J. Isham, auf dessen Darstellungen wir uns bei
dem Lift der SU(2)-Wirkung in Kapitel [IX] stiitzen, in seiner Abhandlung [Ish84] einen mog-
lichen Weg der Quantisierung eines nicht einfach zusammenhédngenden Konfigurationsraums.
Solch ein Konfigurationsraum kann, wie hier dargestellt, natiirlich aus der Ununterscheidbarkeit
von Teilchen erwachsen. Eines der interessantesten Beispiele, wo solche nicht einfach zusammen-
hingenden Konfigurationsrdume ebenfalls auftreten, ist aber die Allgemeine Relativitatstheorie,
deren Quantisierung, wie auch der nichtrelativistische Beweis des Spin-Statistik-Theorems, ein
bis heute ungeltstes Problem darstellt.

IDie braid group By, ist dabei die Fundamentalgruppe des Konfigurationsraums Q., (vgl. ) von n identischen Teilchen
(braid: (engl.), Zopf), vgl. [Artd7].






KAPITEL VII

Der Hilbertraum fiir zwei identische Teilchen in R?

Nach der ausfiihrlichen Diskussion des Wigner-Theorems im ersten Teil ist nun klar, dass wir
uns bei der Darstellung von (orthochronen) Symmetrien in der Quantenmechanik, auf die Suche
nach unitdren Darstellungen beschridnken diirfen)”| Der Darstellungsraum ist demnach ein Hil-
bertraum H mit innerem Produkt (:|-) : H x H — C, der im Allgemeinen aber kein Funktionen-
raum der Form L? (Q, C) zu sein braucht. In einer allgemeineren, geometrischeren Formulierung

der Quantenmechanik betrachtet man als Darstellungsraum den Raum I' (V 5 Q) der Schnit-

te eines U(1)-Vektorbiindels V' 55> @ mit typischer Faser C" {iber dem Konfigurationsraum @,
bzw. den Unterraum der quadratintegrablen Schnitte. Diese Betrachtungsweise mochte ich im
Abschnitt dieses Kapitels motivieren. Sie hat den grofSen Vorteil, dass die Geometrie des Konfi-

gurationsraums direkten Einfluss auf die Geometrie des Darstellungsraums hat.

Im zweiten Abschnitt dieses Kapitels wollen wir kurz herleiten, wie der Konfigurationsraum ei-
nes Systems von zwei identischen Teilchen in R? aussieht. Der interessante Teil dieses Konfi-
gurationsraumes, der die Information tiber die Ununterscheidbarkeit der Teilchen tragt, ist ein

projektiver Raum, der RP?.

Abschnittwidem wir der Konstruktion eines Atlas von RP?, den wir spéter zur Formulierung
der Drehungen in RP? brauchen. Dieser Atlas hilft uns aber auch dabei in Abschnitt[4|ein Maf fiir
den RP? zu definieren. Das Maf8 auf RP? ist notwendig, um ein Skalarprodukt auf dem Raum
der Schnitte eines C"-Vektorbiindels iiber RP? und damit eine Normierungsbedingung fiir die
Reprasentanten quantenmechanischer Zustande definieren zu kénnen.

In Abschnitt [5| werden wir herleiten, dass es nur zwei Geradenbl'jnde iiber RP? und insbeson-
dere zwei ausgezeichnete C"-Vektorbiindel iiber RP? gibt, die gerade den beiden méglichen Sta-
tistiken in 3 Dimensionen entsprechen, der Bose-Einstein-Statistik auf der einen und der Fermi-
Dirac-Statistik auf der anderen Seite.

Wir schliefen dieses Kapitel dann in Abschnitt [l mit der Angabe der Hilbertrdume H_ und H_
zu den verschiedenen Statistiken fiir zwei identische Teilchen.

1. Schnitte, Reprisentanten und U(1)-Vektorbiindel

Es mangelt in der Quantenmechanik nicht an Beispielen, in denen die globale Struktur des Konfi-
gurationsraums () eines Systems zu (messbaren) Phasenfaktoren fithrt. Das vielleicht bertthmtes-
te Beispiel ist der Aharonov-Bohm-Effekt [AB59], bei dem Q ~ S'. Einen kanonischen Weg, diese
globale Struktur in einen quantenmechanischen Darstellungsraum H einzubauen, findet man in
der Beschreibung durch C™-Vektorbiindel tiber Q:

1Wigner zeigt in seinem Buch [Wig31], in dem man auch den Orginalbeweis seines Theorems findet, dass diejenigen
Symmetrien, die auf antiunitdre Darstellungen fiihren, eine Zeitumkehr beinhalten; die orthochronen Transformationen,
also solche, die die Zeitrichtung respektieren, fiihren hingegen auf unitdre Darstellungen.

2Wir bezeichnen in dieser Arbeit die Vektorbiindel mit Faserdimension Eins (meist typische Faser C) als Geradenbiindel.
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cr—V

lﬂ

Q

Da es je nach Konfigurationsraum auch nichttriviale Vektorbtindel tiber () gibt, sind die Elemente
des Hilbertraums ‘H im Allgemeinen lokale Schnitte ay : Uy, — 71 (Uy), (Ux © Q). Lokal gilt
71 (Ug) = U, x C"*, demnach ist fiir n = 1:

ap: Up — UpxC
¢ = ax(qQ) = (g ar(q),
wobei oy, : Uy — C eine lokale Ortswellenfunktion ist, die den Schnitt a;, eindeutig bestimmt.
Wir kénnen uns demnach die lokalen Schnitte des Biindels wie lokalisierte Ortswellenfunktionen
vorstellen. Das bedeutet aber auch, dass sich der Reprédsentant eines Gesamtzustandes in ) aus

mehreren lokalen Schnitten ay, : Uy — 7! (U},) zusammensetzt. Dabei muss zum einen natiirlich
Qc U Uk,
k

das heifit die Uy, bilden eine Uberdeckung von Q. Zum anderen miissen wir eine Normierungsbe-
dingung fiir den Reprasentanten (Uy, ai) des Gesamtzustandes formulieren. Dazu brauchen wir
zunéchst eine global definierte Wahrscheinlichkeitsdichte p : @ — R, die auf jedem Uj, mit dem

“Betragsquadrat” von ay, tibereinstimmen soll:

p(q) :=<ar (q) lax (¢)) VqeU.

Wir setzen dabei insbesondere voraus, dass es sich bei V' 5 @ um ein hermitesches Vektorbiindel
handelt. Das ist ein Vektorbiindel, in dem es auf jeder Faser 7! (¢) = C} eine hermitesche Struk-
tur (|- : Cy xCy - C gibt, die benétigt wird, um ein Skalarprodukt zwischen den Schnitten
definieren zu kt')nnenﬂ Damit nun p : Q@ — R, auch auf den Uberlappungsgebieten U, n U,
wohldefiniert ist, miissen wir verlangen, dass es eine Funktion Ay; : U, n U; — U(1) gibt, sodass:

(73) ar (q) = M (q)ar(q) VqeUp n Uy,

dann ist ndmlich (wir unterdriicken die Abhéngigkeit von ¢ € U, n Uj):
p = {aglary = Qwar|Awar) = Mg {ala) = {alary Yk,

und wir erhalten die Normierungsbedingung fiir den Représentanten (Uy, ax):
(74) J’Qp(q) dp(g) =1.

Dabei setzen wir voraus, dass die Funktion p : Q — R {iber @) integrierbar ist, das bedeutet die
Schnitte miissen quadratintegrabel sein. Insbesondere setzt das nattirlich voraus, dass wir tiber-
haupt erst ein Mafs auf () definieren k'c')nnen

3Wir verwenden hier das selbe Symbol {:|-) fiir die hermitesche Struktur auf den Fasern, das wir zuvor fiir das Ska-
larprodukt zwischen Hilbertraumvektoren verwendet hatten. Es sei deshalb darauf hingewiesen, dass <ay, (q) |ax (¢))
tatsichlich nur dem Betragsquadrat |y, (q)|> = oy, (q)as (¢) der Wellenfunktionen entspricht, und nicht etwa dem Ska-
larprodukt zwischen Représentanten. {:|-) ist hier also lediglich ein lokales Skalarprodukt.

4vgl. AbschnittE]
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Physikalisch gesprochen beschreibt Gleichung eine lokale Eichtransformation. In der Sprache
der Vektorbiindel sind das Vektorbiindelautomorphismen A € Autg (V'), die jede Faser auf sich
selbst abbilden:

CTL

A
Vv 14
Q
Insbesondere miissen die Fasern in unserem Fall wegen Ay (¢) € U(1) V¢ € @ eine U(1)-Wirkung

zulassen. Etwas salopp formuliert konnen wir die Gleichung auch als Vorschrift fiir das “Zu-
sammenheften” der lokalen Schnitte bezeichnen.

Die hier vorgestellte Betrachtung von Schnitten tiber einem C™-Vektorbiindel als (lokale) Repra-
sentanten beinhaltet bereits viele Eigenarten der Quantenmechanik, wie z.B. die Lokalitdt der
Wellenfunktionen, oder die lokalen U(1)-Eichtransformationen. Uberdies ermoglicht es uns diese
Sichtweise, die Geometrie des Konfigurationsraums von Anfang an in die quantenmechanische
Beschreibung des Systems mit einzubauen. Betrachten wir nun also speziell den Konfigurations-
raum des hier zu beschreibenden Systems von zwei identischen Teilchen.

2. Konfigurationsraum fiir zwei identische Teilchen

Wir betrachten zwei identische Punktteilchen im R3. Der klassische Konfigurationsraum dieses
Systems ist dann gegeben durch:
Q2 =R*xRA\A,
wobei A die Diagonale
A= {(fl,fg) eRS .7 = 50'2}

bezeichnet. Die beiden Punktteilchen konnen sich also nicht am selben Ort aufhalten, aber, zu-
mindest in der klassischen Mechanik, durchaus unterschieden werden. Dem ist nicht so in der
Quantenmechanik, wo die beiden Konfigurationen (Z1, #2) und (&2, Z1) ununterscheidbar sind.
Der Konfigurationsraum wird also zum Orbitraum der symmetrischen Gruppe S, auf Qs. Wir
haben demnach

Q2 = Q2/S:
als Konfigurationsraum von zwei identischen Teilchen. Zerlegen wir nun den klassischen Konfi-
gurationsraum Q) in Schwerpunkts- (CM) und Relativkoordinaten, und schreiben die Relativko-
ordinaten gleich in Kugelkoordinaten, so erhalten wir:

QQ = RBCM x (R4 \{0}) x S2.

Die Wirkung der symmetrischen Gruppe S, auf Q, lasst natiirlich sowohl Schwerpunkt, als auch
den Abstand 7 € R\ {0} der beiden Teilchen invariant. Alles was in Q2, gegeben in der obigen
Form, durch den Ubergang zum Orbitraum der Wirkung der S, passiert, ist die Identifikation der
Antipoden der Sphire:

(75) Q2 = Q2/S2 = RY x (Ry\{0}) x (5%/Z)

Der interessante Teil des quantenmechanischen Konfigurationsraums von zwei identischen Teil-
chen ist also der Quotient
S2/7y ~ RP?,
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die projektive Ebene.

Wir werden im Folgenden die Schwerpunktskoordinaten abseparieren, auch der Abstand der
Teilchen soll uns nicht weiter interessieren. Wir begeben uns also in das Schwerpunktsystem und
betrachten R P? selbst als Konfigurationsraum fiir zwei identische Teilchen.

Wie in der Einleitung bereits angedeutet, ist es der projektive Charakter dieses Konfigurations-
raums, der letztlich die strikte Unterscheidung in Fermi-Dirac- und Bose-Einstein-Statistik zur
Folge hat. Wir werden diesen Zusammenhang in Abschnitt 5|herleiten. Zuvor wollen wir uns al-
lerdings noch mit der Geometrie des Konfigurationsraums R P?, seinen Karten und der Definition
eines Mafles auf RP? beschiftigen.

3. Die kartesischen Karten des RP?

Die projektive Ebene RP? ist die Zentralprojektion des kartesischen R?, das heilt RP? ist der
Orbitraum unter der Wirkung der Einheitengruppe R* auf R3:

RP? = R3/R* .

Nun hat der R? eine kanonische Basis {e1, €2, e3} und eine triviale, globale Karte, die Identitit.
Sei also © = z1e1 + z2e2 + z3e3 die Darstellung eines Vektors & € R2, dann wird durch diesen,
wie bereits im ersten Kapitel dieser Arbeit ausfiihrlich dargestellt, eindeutig ein Strahl x € RP?
festgelegt. Die homogenen Koordinaten

x = [z1: g 23]

eines Punktes x € RP? sind nun bekanntlich nur bis auf einen Faktor A € R* eindeutig bestimmt.
Demnach ist

r1 T2

[1'111'2:1'3]2[2 :1] fir a3 #0
3

T3
auch eine legitime Darstellung von x. Die beiden Verhiltnisse I und 72 bestimmen den Punkt

x € RP? nun eindeutig. Wir haben also eine Kartenabbildung
K3 : K3 — R?

X=[z1:20: 23] - (ﬁ,;ﬁ) =: (71,72)

der Mannigfaltigkeit RP? gewonnen. Wobei wir die unendlich ferne projektive Gerade g3, das
heifst die affine Ebene x3 = 0, aus dem Kartengebiet K5 ausschlieffen mussten. Der Definitionsbe-
reich von k3 ist demnach K3 = RP?\g7. Die inverse Abbildung #; ' erhélt man durch:
k3t R? - K3

ANp) — [Arp:l].
Ferner iiberpriift man sehr einfach, dass k3 : RP? — R? wohldefiniert ist. Denn es gilt fiir die
homogenen Koordinaten auf der einen Seite [Az1 : Azg : Az3] = [z1 : 22 : 23] € RP? und fiir die

Ay Aza) _ [z @

lokalen Koordinaten auf der anderen ( —)

2 . . .
S e ) = (o m) € R?. Fiir eine geometrische An-

schauung der Kartenabbildung k3 betrachte man nochmals Abbildung[ljaus Kapitel [} Die Ebene
E =~ R? hatten wir dort bereits als Kartenebene bezeichnet, sie ist das Bild von K3 < RP? unter

KR3.
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Da nun die Karte (K3, r3) nicht ausreicht, um die gesamte projektive Ebene RP? abzubilden,
brauchen wir offensichtlich noch weitere Karten. Eine kanonische Wahl fiir eine zweite Karte ist:

77) Ko RP? - R?
x = [z1: 20 23] — (7?) = (B1,02)  falls 0 #0.

Mit dieser Karte erreichen wir dann alle Strahlen, die nicht in der affinen (x5 = 0)-Ebene, also der
(71, z3)-Koordinatenebene liegen. Der einzige Punkt in RP?, den wir mit den Karten (K>, r2) und
(K3, r3) noch nicht abbilden konnen, ist der Strahl, der der Schnittgeraden der (z2 = 0)- mit der
(z3 = 0)-Ebene, also der z1-Achse entspricht. Ein Bild dieses Strahls erhalten wir in der dritten
kartesischen Karte:

78 K1 : RP? - R?
( ) X = [171 X9t .Tg] — (i—f) %) = (0417052) falls I #* 0

Damit haben wir also einen Atlas 2 fiir RP? aus den kartesischen Koordinaten des R3 konstruiert:
A= {(Ky,K1), (K2, Kk2), (K3,K3)},

das heifst jeder Strahl x € RP? liegt in mindestens einer der drei Kartengebiete K, K> oder K.
Die Kartengebiete sind dabei die Zentralprojektionen der Mengen X, := {(z1,z2,23) € R® : z; # 0}:

(79) K =P (X)) = X;/R*.

Es bleiben noch die Kartenwechsel zu berechnen. Fiir den Kartenwechsel in K; n K5 lesen wir

aus (77) und (78) ab:
1 1

(80) ap = — CY2=ﬁ und 51=% , Bo=— fir o1 #0 A 29 #0,
52 62 a1 [e5]

fiir das Gebiet K5 n K3 haben wir:

1 1

(81) 51:7 R ﬁgzﬂ und ’}/1=& , Y2 = — fir To#0 A 23#0
Y2 V2 B B

und schliefSlich fir K3 n K7i:
1 1

(82) m=—, vgzﬂ und 041=E , Qg = — fir 23#0 A 21 #0.
(€5 (€5 it it

In Abbildung|l|findet man eine geometrische Darstellung des Kartenwechsels (K1, 51) < (K3, £3).
Das Kartengebiet K; < R P? besteht dabei aus allen Strahlen, die nicht in der griinen Ebene lie-
gen; K3 C RP? besteht aus allen Strahlen, die nicht in der blauen Ebene liegen.

Wir konnen nun diese Kartengebiete und -abbildungen dazu verwenden, um ein Mafs fiir die

(nicht orientierbare) projektive Ebene RP? zu definieren.

4. Ein Ma& fiir RP?

Betrachten wir speziell das Kartengebiet K3 c RP?2. Das ist nach der Diskussion im vorigen Ab-
schnitt fast der gesamte RP?, aufler den Strahlen, die in der (3 = 0)-Ebene liegen, also in der un-
endlich fernen Geraden g5°. Nun ist diese “unendlich ferne Gerade” insbesondere ein projektiver
Raum der Dimension Eins. Da die projektive Ebene R P2, fiir die wir ein Maf} definieren wollen,
zweidimensional ist, sollte die unendlich ferne Gerade g5 beziiglich eines sinnvollen MafSes ;. in

R P? also eine Nullmenge sein: 12 (g5°) = 0. Fiir die Integration auf RP? reicht es demnach aus, ein
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ABBILDUNG 1. Der Kartenwechsel in zwei der drei kartesischen Karten des RP2.

Maf auf K3 = RP?\g¥ zu definieren. Wir betrachten dazu den RP? als Orbitraum der Z; auf 52:
RP? = S2/Z,.
Seien dann (6, ¢), 0 € [0, 7], ¢ € [0, 27[ die Koordinaten auf S und sei ferner

52 X ZQ - S2
((0,9),1) w— (0.9)
((97¢)7_1) = (7T—9,¢+7T)

die Wirkung der Z auf der Sphare. Dann sind die Punkte des RP? gegeben durch die Aquiva-
lenzklassen

[0, 0] := {(6,¢), (x = 0,0 +7)} .
Dem Kartengebiet K3 entspricht dann der Orbitraum von Z, auf der Menge X3 := S*\ A, der
Sphire ohne den Aquator A = {(6,¢) € $*: 6 = Z}:

(83) K3 = X3/Zy = (S*\A) /Z3
(vgl. ). Die unendlich ferne Gerade ist dann g3 = A/Zy ~ S*.

Jedem Punkt in K3 entspricht demnach genau ein Punkt auf der offenen Nordhalbkugel
— 2, T
H:= {(0,¢>)ES 0> 2}.

Und es gibt eine bijektive Abbildung

h: RP2o Ky — HcS?

59 0.6] A6 = {

9, ¢) falls6 € [0, 5]
(m—0,¢0+m) falls@¢[0,Z[
(vgl. Abbildung[2] (a)).

Wir miissen nun iiberpriifen, ob die in definierte Abbildung tatsdchlich wohldefiniert ist.
Zunichst stellt man fest, dass fiir einen Strahl x = [6,¢] = {(0,¢), (¢, ¢')} nicht gleichzeitig

0 € [0,Z[ und ¢ € [0, %[ gelten kann, denn die Aquivalenzklassen in [0, ¢] bestehen immer aus
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(6, ¢) falls 0 € [0,%[

2

(e, ¢]) = { (m—0.¢+m) falls 0 ¢ [0,5]

S0, = {(0.0). (x — 0.6+ 7))

(@)

tan(f) = sl

(b) (c)

ABBILDUNG 2. Ein MaR fiir den RPZ2.

genau zwei Antipodenpunkten. Auflerdem ist wegen x = [0, ¢] € K3 = (5?\A) /Z, der Aquator
aus der Definitionsmenge ausgeschlossen, d.h. 6,6" # 7.

7 (%) des

72 (%)
Strahls x ausdriicken. Wie wir im vorigen Abschnitt gesehen haben, sind diese fiir jeden Strahl in

K3 eindeutig definiert. Man macht sich anhand der Abbildungen (b) und (c) klar, dasﬁ

cot ! (22X falls 7o (x) = 0
0(x) = [tan~" (Jss (0))]  und  $(x) = i
+7 fallsvy, (x) <0

Wir konnen nun aber 4 ([0, ¢]) auch durch die lokalen Koordinaten x3 (x) =

v2(x)

Es istalso 6 (x) € [0, Z[ und ¢ (x) € [0, 2r[, wie wir es wollen. Damit haben wir

5Beachte: cot—! () = 0;cot™! (—0) =7
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eine offensichtlich wohldefinierte Funktion h : RP? > K3 — H < §°.
Ein Maf auf S? ist nun gegeben durch

ng2 2 B (52) —- Ry
B — g2 (B) :={,dQ = {,sin(0)dd dop

fiir alle messbaren Mengen B € B (5?). Wir kénnen demnach mit Hilfe der Abbildung h : K3 —
H ein Maf$ 3 auf K3 definieren:
us (B) := f s,
° ( ) h(B )

und nennen eine Teilmenge B c K5 messbar, falls h (B) c S? messbar ist. Nun ist nach obiger
Argumentation RP? = Kj u g. Wollten wir nun h auf RP? ausweiten, so miisste in jedem
Fall aus Griinden der Eindeutigkeit i (g5) < A gelten. Der Aquator A ist aber eine Nullmenge
beziiglich 1152, wir kdnnen also g5°, wie schon zu Anfang vorgeschlagen, als Nullmenge beziiglich
3 festlegen. Wir haben dann

0 27 %
s (RP?) = ps (K3) + patey) = dQ = J dQ = J J sin (0) df d¢ = 2 .
h(Ks) H o Jo

Der grofie Vorteil dieses Mafles ist, dass es invariant und Drehungen, d.h. invariant unter der
Wirkung von SU(2) ist. Drehen wir beispielsweise ein Biindel von Strahlen, d.h. einen vollen
Doppelkegel mit Knotenpunkt im Ursprung um eine beliebige Achse, so wird sich der Flachen-
inhalt der Schnittfliche dieses Doppelkegels mit der Nordhalbkugel nicht &ndern. Wir definieren
also ein Maf auf RP? durch:

® =]

Es ist aus der obigen Konstruktion von u3 klar, dass 1 durch streng genommen nicht fiir alle
messbaren Teilmengen von RP? definiert ist. Allerdings liegen die Teilmengen, fiir die 4 nicht
definiert ist, alle in der unendlich fernen Geraden g¢3° und sind demnach vom Maf$ Null.

Nachdem wir nun die mehr mathematischen Voraussetzungen fiir alle Betrachtungen, die wir
innerhalb des RP? anstellen werden, beisammen haben, wollen wir uns nun den Vektorbiindeln

tiber der projektiven Ebene zuwenden.

5. Zwei Vektorbiindel iiber R P?

Die Fragen, mit denen wir uns in diesem Abschnitt beschéftigen wollen, sind:

e Gibt es ein Vektorbiindel mit typischer Faser C" iiber RP??
e Wenn ja, gibt es genau eins?
e Wie sehen die Biindel aus, und zu welchen Pribzipalbiindel(n) sind sie assoziiert?

Beschrianken wir uns der Einfachheit halber zunichst auf Geradenbiindel iiber RP?, so konnen
wir die ersten beiden Fragen sehr schnell beantworten: Ja, es gibt ein Geradenbiindel tiber dem
RP?, und nein, es ist nicht eindeutig.

Bezeichne namlich Vect{ (RP?) die Gruppe von Aquivalenzklassen isomorpher Geradenbiindel
tiber RP? mit typischer Faser C, dann ist

(86) Vect (RP?) = Zs
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LITERATURBEWEIS. Sei H? (RP?,Z) die zweite Kohomologiegruppe von RP? mit Koeffizi-
enten in Z. Dann ist nach [Hat03, S. 86, Prop. 3.10]:

Vectt: (RP?) = H? (RP?,Z) .

Des weiteren ist aber
H? (RP,Z) = Zs,
siehe beispielsweise [EGHS80, S. 241]. Damit folgt direkt die Behauptung. O

Das bedeutet also, es gibt zwei Klassen isomorpher Geradenbiindel iiber RP?. Diesen Sachverhalt
kénnen wir nun aber auch ohne den Formalismus der homologischen Algebra verstehen. Wir

betrachten dazu die universelle Uberlagerung
Zy — S* — RP?

der projektiven Ebene. Diese Uberlagerung bildet ein Prinzipalbiindel. Die Wirkung von Z, auf
RP?ist freﬂ und wir diirfen davon ausgehen, dass es zu diesem Biindel auch eine Z,-dquivariante
lokale Trivialisierungen gibt, ohne diese explizit angeben zu wollenﬂ

Betrachten wir also das Prinzipalbiindel

Ly — 52

lﬂ

RP?

Die Gruppe Z; hat nun zwei nattirliche Wirkungen auf C”, die triviale Wirkung und die Wirkung
mit Vorzeichen:

T: Zogx(Cr — C" G: Zox(Cr — (C™
(87) (+L,v) —» v , (+L,v) - v
(-1,v) - v (-1L,v) —» —v

Aus diesen beiden Wirkungen erwachsen nun zwei assoziierte C"-Vektorbiindel, ein triviales
Biindel zur trivialen Wirkung 7 und ein “verdrehtes” Biindel zur nichttrivialen Wirkung <. Die
Elemente des trivialen Biindels sind dabei die Aquivalenzklassen beziiglich der Wirkung 7 auf

c™
o], = {(,0v)eS*xC": (W) = (pz,7 (27 ") v) , 2 € Zs}
= {(p,v),(=p,v)}
= (p,v) .

mit p einem Element aus RP? = 52 /Z,. Wir haben also als Totalraum des trivialen Biindels:

Ey = (S*xC") /(Zy,7) =RP?> x C".

6]eder Punkt der Sphére hat eine Antipode, es ist also kein Punkt der S 2 invariant unter der Wirkung von Za.
7Eine Definition des Prinzipalbtindels findet man in Anhang
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Im Falle der nichttrivialen Wirkung ¢ von Z, auf C erhalten wir als Aquivalenzklassenﬂ
[p,v]. = {(p' V) eS*xC: (p,v) = (pz,s (z7") v) , 2 € Zs}
(88) = {(pa U)7(_pa —U)} :

Die Projektion 7_ dieser Elemente auf den RP? ist gegeben durch:

7 ([p,v].) =[Pl =p-

Sie ist eindeutig, da offensichtlich [p] = [~p] = p. Wir schreiben abkiirzend RP? X C" fiir den
Totalraum des nicht-trivialen Biindels. Die Fasern dieses Biindels sind gegeben durch:

' (p) = {[p,v]c eRP?XC":veC" [p]=pe RPQ}
{{(p,v),(—p, —v)}:veC” [p]e RP2} :

Diese Fasern sind isomorph zum C™. Auf der einen Seite sind die obigen Aquivalenzklassen (88)

(89)

verschieden, wenn wir zwei verschiedene Vektoren v, v’ € C" wihlen:
! !
[p,v], # [pV']. & vz,

und auf der anderen Seite gehoren beide Elemente zur selben Faser (89). Demnach enthilt jede
Faser genauso viele Elemente wie C™. Des weiteren induziert die Vektorraumstruktur von C"

auch eine Vektorraumstruktur auf den Fasern:

a[p,v]. + B[p,w], = [p,av + Buw]_ .

Insgesamt haben wir also die beiden C"-Vektorbtindel:

C" —> RP? x C" cr —> RP2X C"
RP? RP?

Wir fithren die Bezeichnungen V/ fiir das linke, triviale Biindel; und V_fiir das rechte, verdrehte

Biindel ein.

Man beachte, dass wir auf den Fasern der beiden Biindel V; und V_ eine offensichtliche U(1)-
Wirkung haben:
Ul xCc* - C»
(e“", ’U) - ey,
die die Zy-Wirkung wegen Z, < U(1) tiberdeckt. Zwischen den Schnitten in I" (V) bzw. I' (V_)
konnen also durchaus lokale Eichtransformationen der Form definiert werden.

Betrachten wir nun also die Schnitte der beiden Biindel V. und V_ etwas genauer. In Anhang|D|
wird die bijektive Beziehung der Schnitte eines assoziierten Biindels P x i F' zu den dquivarianten

Funktionen ¢ : P — I hergeleitet:
(P xx F)~ {6e C* (P,F): g(pk) =k~ (4(p)) Vhe K}
8Es ist instruktiv sich fiir den Spezialfall n = 1 die Konstruktion des nicht-trivialen Geradenbiindels L im Anhang

anzusehen. Man erhilt es dort als “komplex-tautologisches” Biindel iiber RP?, das der Struktur nach die selben Aquiva-
lenzklassen (88) als Elemente hat.
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Wenden wir diese Korrespondenz auf unsere assoziierten Biindel an, so erhalten wir im trivialen

Fall (Wirkung 7) eine Korrespondenz zwischen den Schnitten in I" (V) und den Funktionen

{veC” (8%,C") ¢ (-p)=7(-DY @) =¢{®)},

also den symmetrischen Funktionen auf S?. Im zweiten Fall (nichttriviale Wirkung <) hingegen

haben wir eine Korrespondenz der Schnitte in I' (V_) zu den Funktionen

{peC” ($%.C") ¥ (—p) =< (=¥ () = —¥ ()}
also den antisymmetrischen Funktionen auf S2.

Diese Unterscheidung ist die Unterscheidung in fermionische und bosonische Wellenfunktio-
nen, die hier direkt aus der Geometrie des Konfigurationsraums eines Systems von zwei identi-
schen Teilchen folgt. Dass diese sogenannte Fermi-Bose-Alternative bereits in der Geometrie des
Konfigurationsraums “kodiert” ist, ist spétestens seit 1971 bekannt. Damals wurde die Fermi-
Bose-Alternative von Michael G. G. Laidlaw und Cécile Morette-DeWitt mit Hilfe des Feyman-
Pfadintegral-Formalismus in nicht einfach zusammenhéngenden Konfigurationsraumen herge-
leitet [LD71]]. Einen grofsen Anteil an der Entwicklung der entsprechenden mathematischen Hilfs-
mittel hatte auch Lawrence Schulmann [Sché8].

6. Zwei Hilbertriume

Wir wollen in diesem Abschnitt nun nochmal die Ergebnisse dieses Kapitels zusammenfassen.

¢ Die Représentanten quantenmechanischer Zustinde kénnen auf geometrische Weise
durch (lokale) Schnitte eines C"-Vektorbiindels iiber dem quantenmechanischen Kon-
figurationsraum ) beschrieben werden.

e Der Konfigurationsraum eines Systems von zwei identischen Teilchen in R? ist der RP2.

o Es gibt genau zwei C-Geradenbiindel und zwei natiirliche C"-Vektorbiindel iiber R P?.

Wir erhalten demnach zwei Hilbertraume, den bosonischen Hilbertraum
Hy = LD (Vi) )

den Raum der beziiglich dem Maf8 ;© quadratintegrablen Schnitte {iber dem trivialen C"-Vektor-
biindel V. ; und den fermionischen Hilbertraum

Ho = L*(D(V2).p) -

Der néchste Schritt ist nun, die SU(2)-Wirkung auf diesen beiden Hilbertraumen zu formulieren.
Wir betrachten im néchsten Kapitel dazu aber zundchst die Wirkung der SU(2) auf dem Basis-
raum RP? und kommen im letzten Kapitel auf die Formulierung der SU(2)-Wirkung auf H . und

‘H_ zurick.






KAPITEL VIII

Drehungen auf R P>

Wir diskutieren in diesem Kapitel die SU(2)-Wirkung auf der projektiven Ebene RP2. Diese wird
durch die Wirkung der SU(2) auf R? induziert. Die dreidimensionale Darstellung der SU(2) ist da-
bei natiirlich identisch mit der Darstellung der SO(3) auf R3. Wir rufen uns den Zusammenhang
zwischen SU(2) und SO(3) im ersten Abschnitt nochmals in Erinnerung. Im zweiten Abschnitt
formulieren wir dann die induzierten Drehungen auf der projektiven Ebene und leiten her, wie

diese Transformationen in der jeweiligen kartesischen Karte des RP? aussehen.

Es sei schon hier angemerkt, dass wir uns in erster Linie fiir die z-Komponente des Drehimpuls-
operators interessieren, also die Erzeugende von Drehungen um die 3-Achse. Wir werden uns
deshalb an den Stellen wo es die Rechnungen erleichtert, bzw. die Anschauung verbessert, auf
die Diskussion der Drehungen um die 3-Achse beschrénken.

1. Die Wirkung der SU(2) auf R?

Die dreidimensionale Darstellung der SU(2) erhélt man aus der adjungierten Wirkung der SU(2)
auf ihrer Lie-Algebra su(2) = R3. Wir wollen diese Beziehung nun explizit ableiten.

Die SU(2) besteht bekanntlich aus den unitiren (2 x 2)-Matrizen mit komplexen Eintrdgen, deren
Determinante Eins ergibt:

SU(2) ={UeGL(2,C): U'=U", detU =1} .

Aus diesen zwei Bedingungen folgt dann bekanntlich, dass die Parametermannigfaltigkeit der
SU(2) die 3-Sphare S? ist. Der Tangentialraum an das neutrale Element 1, € SU(2), also die Lie-
algebra su(2), ist demnach, als Tangentialraum an eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit, iso-
morph zu R3. Den Isomorphismus erhalten wir aus der allgemeinsten Form eines Elements der
Liealgebra su(2). Nun ist die su(2) als Teilmenge von GL(2, C) gegeben durchﬂ

su(2) = {A e GL(2,C): AT =—A, Spur4 =0} .

Ein beliebiges Element aus su(2) kann man deshalb in der Form

A=< o BJF.”) mit a, 8,7 € R
—B+iy —ix

IDie Matrizen in su(2) sind antihermitesch, da fiir alle A € su(2):
Ul —exp(A)t = exp(a)yt=U""!
exp (AT) = exp(—A)

gelten muss. Sie sind wegen
exp oSpur = det o exp
iiberdies spurlos.

107
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schreiben. Daraus lesen wir eine Basis von su(2) ab:

0 4 0 1 i 0
i 0 ’ -1 0 ’ 0 —i )
das sind gerade die Paulimatrizen {o}, multipliziert mit dem komplexen Faktor i. Wir erhalten

demnach als Isomorphismus zwischen su(2) und R?:

p: R3 — su(2)

€ ’I:O'k- ’

mit (€x) (1 2,33, der kanonischen Basis des R3 und (Ok) keq1,2,3)

0 1 0 —i 1 0
o1 = , 09 = , O3 = ,
! 10 2 i 0 3 0 —1

den Pauli-Spinmatrizen.

Wie oben bereits bemerkt ergibt sich die Wirkung der SU(2) auf dem R? nun durch die adjungierte
Wirkung der SU(2) auf ihrer Liealgebra

R: SU(2)xR?® — R3
Uz) = RUz):=p"(Ady (p(2))) -

Fiir die infinitesimale Wirkung der SU(2) auf R? erhalten wir also unter Vernachldssigung der

exp (—so cm) p (z'er) exp (;¢k0k>}

o
{exp <_¢ 0k> (alio) exp <;¢kak>}
p 1{(12—¢ ok> (izloy) (12+ 2% ak>}+W0
o
o

Terme zweiter Ordnung in ¢:

R (exp (—;gakak) , xlel) =

1
xlzcrl-l- (p xakal—§x<p o10% +W}

zlioy + 90 x [Ulma'l]} :

2Wir bezeichnen ganz allgemein mit Ady das auf T. G = £ (G) eingeschréinkte Differential der adjungierten Wirkung ad
einer Gruppe G auf sich selbst:
ad: GxG — G
(b,a) > adpa:=bab~ !,
also ist
(adp)y: TG — TG
ToG = T2 G

und somit

Ady = (adb)*\TeG : T.G — T.G

A - bAb.
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woraus mit den bekannten Kommutatorrelationen fiir die Paulimatrizen: [0y, 0;] = 2ig,,” om,

folgt:
R <exp <—;<pkok> , xlel) = pt {xmiam + Eklmcpkxliam}
= (xm + sklmcpka:l) em
= F+gx7x
(90) = THep(@xi),

mit 3 = ¢'e; und ¢ = |F]. Gleichung beschreibt eine infinitesimale SO(3)-Drehung um die
Achse ¢ mit (infinitesimalem) Drehwinkel ¢. Die fundamentalen Vektorfelder
D: RR - R3
i - D)

der SU(2)- und der SO(3)-Wirkung auf R? sind also gleich:

D(%) := % R (exp (—;gpkal) , zlel>

o .
= %[w—w(wxw)]gp:o

= pxz,

p=0

Als Abbildungen R3 — TR? = R3 kénnen wir die Vektorfelder der Drehungen um die Koordina-

tenachsen bekanntlich als Matrizen schreiben:

0 0 O T 0
(51> =Ji=] 00 =1 |:| 20 || —23 |=e1xZ
0 1 0 T3 T2
0 0 1 T I3
(132>EJ2— 0 0 0 T | 0 =e9 X T
-1 0 0 T3 —I
0 -1 0 T —T2
(ﬁg)Eng 1 0 O To | T =e3 X T,
0 I3 0

die die Kommutatorrelationen
[ka]l] :gklm Jm

erfiillen.

2. Induzierte Wirkung auf R P?

Wir betrachten nun die induzierte Wirkung des Dreh-Vektorfeldes

D: R® — R
i - D@ =¢x&
auf der projektiven Ebene RP2. Der Anschaulichkeit wegen beschrinken wir uns dabei zunichst

auf Drehungen um die 3-Achse. Es ist also ﬁg (Z) = es x ¥ = —x9e1 + w162 das zu betrachtende
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ABBILDUNG 1. Drehung eines Strahls um die 3-Achse. Die DurchstofSpunkte des
Strahls durch die Koordinatenebenen, also die Koordinaten des Strahls beztiglich
der jeweiligen Ebene, sind durch kleine Kreise gekennzeichnet. Es sind der Uber-
sichtlichkeit wegen nur jeweils die oberen Aste der Hyperbeln gezeichnet.

Vektorfeld. In der Karte (K3, k3) des RP? iduziert dies die infinitesimale Transformation:

T1 T2 T1 — T2 To + X
—, = |~ ; =(m -1, +emn)
T3 X3 T3 T3

bzw.

1) (71 (%) 572 (%)) = (71 (%) 172 (%)) + ¢ (=72 (%), +71 (%)) -
2 2 ‘
V1?02 |y
In dieser Basis konnen wir die Darstellung des induzierten Vektorfeldes

Fiir alle projektiven Punkte x in K3 ist {

} eine Basis des Tangentialraums T (RP?).

Dy: RP? — T(RP?)

X — Ds(x)

direkt aus der obigen infinitesimalen Wirkung in im(x3) = R? ablesen:

(92) Ds5 (x) = =72 (x) ail + 71 (%) ;’;2 Vx e K.

Das ist das Vektorfeld einer Drehung um den Ursprung in im(r3) =~ R Das obige Vektorfeld
dreht also den DurchstoSpunkt x5 (x) des Strahls in der Kartenebene x5 (K3), alsoin der (z3 = 1)-
Ebene. Was dabei in den beiden anderen Karten passiert, tiberlegt man sich anhand der Abbil-
dung (I} Dreht man den Strahl x um die 3-Achse, so iiberstreicht er die Oberfldche eines Kegels.
Der DurchstofSpunkt 3 (x) in der blauen Kartenebene beschreibt dabei einen Kreis wahrend sich
die beiden anderen Durchsto8punkte x4 (x) und k2 (x) auf den Schnittkurven des Kegels mit der
jeweiligen Koordinatenebene im(x1) = {Z: x1 = 1} bzw. im(ks) = {Z : x2 = 1}, also auf hyper-
bolischen Kurven bewegen.
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Um dieses Ergebnis auch auf algebraischem Wege herzuleiten, fithren wir in der Kartenebene
im(k3) = {Z : x3 = 1} Polarkoordinaten (Rj3 (x), ¢35 (x)) ein. Dann ist (wir unterdriicken die Ab-

< " ) _ ( Ry cos (¢3) >
Yo Rysin(¢s) |~

und eine Drehung in der Koordinatenebene im(x3) um den Winkel ¢ hat die besonders einfache

héngigkeit von x € RP?):

Form:
(R3 (x),¢3(x)) = (R3(x),¢3(x) + )

mit dem erzeugenden Vektorfeld
~ 0
D = — .
3 (X) 0 (bd s ()

In kartesischen Koordinaten erhalten wir also fiir die Koordinaten des um ¢ gedrehten Strahls:

I3 cos +
IR AR
gb) Rgsin (¢35 + ¢)
Mit Hilfe der Kartenwechsel und erhilt man daraus eine parameterabhingige Darstel-
lung der Drehung in im(k1) und im(ks):

% tan (¢3 + ) B m
93 = bzw. — 3 3+ )
. (a2>(¢3+w) (W) o <52>(¢3+¢) <cot(¢3+<p)

Das sind Parameterdarstellungen zweier Hyperbeln. Man priift nach (wir unterdriicken das Ar-
a1 2 as\2  sin? 1 sin® —1
= (7) T o2 cos2 =1
R; 1 cos cos cos

01 2 Ba 2_ 1 (:052_1—(2052_1
1 Ry ! sin®  sin? sin? .

Daraus liest man die Parameterwerte fiir die Abstdnde der Hyperbeldste und Brennpunkte ab,

gument ¢3 + ¢):

und

siehe Abbildung 2} Betrachten wir die obere (griine) Hyperbel in Abbildung 2} also diejenige in
der Kartenebene im(x,). Bis auf eine Umbenennung der Koordinatenachsen hat diese die selbe
Form wie die Hyperbel in im(x2). Die feste Grofie all unserer Kegelschnitte ist offensichtlich der
Abstand der jeweiligen Kartenebene x;, = 1 vom Ursprung des R*. Dieser Abstand wurde bei
der Wahl der kartesischen Kartenabbildungen festgelegt. Er du8ert sich in der Zeichnung in dem
festen Abstand a = 1 (obere Hyperbel). Der zweite Parameter b der Hyperbel wird durch den
Radius des Kreises in der im(r3)-Kartenebene bestimmt (b = R%). Je flacher der zu drehende
Strahl ist, desto grofier ist der Radius R3 und desto flacher werden die Hyperbeln. Insbesondere
tiberlegt man sich an diesem Bild das folgende: Ndhert man sich mit dem zu drehenden Strahl der
(z3 = 0)-Ebene, d.h. der unendlich fernen Gerade g5°, so gilt sicher R3 — o0, und damit b — 0. Auf
der anderen Seite andert sich nichts an dem Abstand a = 1 der Kartenebene, d.h. der Abstand des
Brennpunktes vom Ursprung: ¢ = v/a? + b? — a = 1. Wir erhalten demnach im Limes R3 — o
eine Darstellung der Drehung eines Strahls, der sich in der (3 = 0)-Ebene befindet (vgl. (93)):

ap | _ tan (¢3 + ¢) bzw B _ 0
s 0 "\ B cot (03 + ) )

Der Orbit dieses Strahls unter einer Drehung um die 3-Achse ist in der jeweiligen Kartenebene
eine Linie entlang der a;- bzw. (2-Achse, dies wird auch in den obigen Gleichungen deutlich.
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ABBILDUNG 2. Kartenwechsel bei der Drehung eines Strahls um die 3-Achse.
Man beachte, dass die positive «;-Richtung auf der Kartenebene z; = 1 durch
die 2-Richtung in Abbildung|l|gegeben ist, die positive as-Richtung ist gegeben
durch die 3-Richtung, schliellich ist (o1, a2) = (ﬂ I—J) Entsprechendes gilt fiir

die 8;-Richtungen: (51, 82) = (i—;, %)

Wir erhalten eine offensichtlichere Parameterdarstellung der Hyperbeln und insbesondere eine
lineare Darstellung fiir die Drehung um die 3-Achse in den Karten (K, k1) und (K3, k2), wenn
wir eine Umparametrisierung der Hyperbel vornehmen. Fiir die erste Hyperbel gilt

(65} 2 (042 ) 2 - 1
R3! 1/
wir konnen also Parameter 6, ¥ € R finden, sodass

(W)Q - (Wf — sinh? (0 + ) — cosh? (§ + ) = —1.
3

Da &1 = Rjsin (¢3 + ¢) miissten diese Parameter insbesondere die transzendente Gleichung
sin (¢p3 + @) = tanh (6 + )

erfiillen. Wir haben dann neue Koordinatenfunktionen, die von den neuen Parametern abhidngen,
die wir aber trotzdem mit den selben Buchstaben bezeichnen:

o _ [ Rssinh (0 +9)
@ /o cosh (6 + V) '
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Da cosh (0 + ¥) > 0 Y9 € R, ist dies eine Darstellung des Hyperbelastes a; > 0. Eine Darstellung
des Astes oy < 0 wire dann:

(al) __(Rgsinh(9+19)>
@2 /o0 cosh (6 + ¥)

Nehmen wir ¢ = 0 als Anfangspunkt unserer Drehung, so wird eine Drehung um den Winkel ¢

in der Kartenebene im(x1) beschrieben durch:

R3sinh (6 + 9) _ R (sinh (6) cosh (9) + cosh () sinh (7))
cosh (0 + ¥) a cosh (0) cosh (9) + sinh (#) sinh (9)
cosh ()  Rgsinh () R3sinh (0)
R%’ sinh (¢)  cosh (9) cosh (0) '
Der Drehwinkel ¢ lasst sich daraus zwar nicht mehr direkt ablesen (man erhilt ihn aus der tran-
szendenten Gleichung sin () = tanh (9)), dafiir sieht man deutlich, wie die Drehung in der Kar-
tenebene im(k;) wirkt:

(94) ( a1 ) - ( cosh (9) R sinh (9) ) ( o )
2 /) g19) R%sinh (¥)  cosh(¥) a ),
Fiir die zweite Kartenebene erhalten wir aus
B2

5 Rs cos (¢3 + ) := Rz tanh (6 + 9)
1

die Parameterdarstellungen fiir die Aste 3; > 0 bzw. 81 < 0:

B1 _ cosh (6 + 9) baw b1 _ cosh (6 + ¥)
B2 ) gygy \ Rasinh(0+09) ' B2 ) gro) Rysinh (0 +0) )

Die Drehung ist dann gegeben durch die lineare Abbildung;:

cosh (6 + ¥) B cosh () cosh (¢) + sinh () sinh ()
R3sinh (6 + 99) B R; (sinh (0) cosh (¢#) + cosh (0) sinh (+#))

_ cosh (9) R% sinh (9) cosh (6)
Rgsinh (¥)  cosh (9) Rssinh (0) |’

also gerade durch die zu der obigen Transformation transponierte Abbildung:

(95) B _ cosh () R% sinh () 1
B2 6+9) Rgsinh (¥)  cosh () B2/, '

Zwar wird durch die beiden Gleichungen der lineare Charakter der Transformationen deutlich,
man sollte allerdings beachten, dass die Gleichungen nur innerhalb eines bestimmten Drehwin-
kelbereichs Giiltigkeit behalten. Es wird immer nur ein Ast der jeweiligen Hyperbel beschrieben.
Insbesondere sieht man, dass eine Drehung um die 3-Achse, wenn man sie in der Karte (K7, x1)

bzw. (Ks, ko) beschreibt, aus der Kartenebene im(x1) bzw. im(x2) herausfithren kann.

Nachdem wir nun also die Drehungen von Strahlen in der projektiven Ebene ausfiihrlich disku-
tiert haben, werden wir im néchsten Kapitel die Wirkung der SU(2) auf den Vektorbtindeln tiber
RP? beleuchten, um dann schliefilich eine SU(2)-Wirkung auf den Hilbertraumen H, und H_
definieren zu kénnen.






KAPITEL IX

Lift der SU(2)-Wirkung

Ziel dieses Kapitels ist die Formulierung einer SU(2)-Wirkung auf den Hilbertraumen H, und
‘H_ zu Bose-Einstein- bzw. Fermi-Dirac-Statistik. Bevor wir jedoch mit der konkreten Hochhe-
bung der SU(2)-Wirkung beginnen kénnen, miissen wir natiirlich wissen, was man unter einer
solchen Hochhebung versteht, und wie die generelle Strategie bei einer solchen Hochhebung ist.
Wir werden deshalb den ersten Abschnitt dieses Kapitels einigen allgemeinen Definitionen und
Uberlegungen zur Hochhebung einer Gruppenwirkung widmen. Wir stellen dabei ein Schema
vor, das von C. J. Isham in [Ish84, Abschnitt 5.2] beschrieben wird. Isham definiert dabei zu-
néchst die Hochhebung in ein Prinzipalbiindel und erhélt daraus dann eine Gruppenwirkung
auf den assoziierten Vektorbiindeln. Im zweiten und dritten Abschnitt werden wir dieses Schema
dann anwenden und konkrete Hochhebungen der SU(2)-Wirkung in die Vektorbiindel V., bzw.
V_ konstruieren. Wie wir sehen werden, kann man aus diesen Hochhebungen dann direkt eine
SU(2)-Wirkung auf den Hilbertraumen H, bzw. H_ definieren. Wir werden hier nur die einfa-
chen Lifts der SU(2)-Wirkung betrachten. Zum Abschluss dieses Kapitels und damit des zweiten
Teils dieser Arbeit machen wir dann noch eine Bemerkung tiber die nicht-einfachen Lifts der
SU(2)-Wirkung, die der Startpunkt fiir die geometrische Formulierung von Drehungen von Spi-
noren sind. Fiir einen Einblick in die weitergehende Strategie bei der Analyse der Drehungen in

‘H4+ und H_ und der Kuckertgleichung, sei an dieser Stelle dann auf den Ausblick verwiesen.

1. Hochhebung einer Gruppenwirkung

Die Hochhebung einer Gruppenwirkung in ein Faserbiindel ist in einer Darstellung von C. J.
Isham [Ish84] in zwei Teile zerlegt. Zunichst wird eine Gruppenwirkung auf dem assoziierten
Prinzipalbiindel P formuliert, die natiirlich mit der Wirkung der Strukturgruppe vertréaglich sein
muss. Daraus erhdlt man dann eine Gruppenwirkung auf den zu P assoziierten Vektorbiindeln.
Die Sichtweise, wie sie in Abschnitt[VII[5|dargestellt ist, wird uns bei der konkreten Hochhebung
der Gruppenwirkung in den folgenden Abschnitten also behilflich sein. Wir befassen uns aber
zundchst mit dem allgemeinen Fall.

Sei also
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ein Prinzipalbtindel mit Strukturgruppe K EI Sei ferner
l: GxX - X
(g,2) = Iy

eine Linkswirkung der Gruppe G auf dem Basisraum X. Sei des weiteren {t, : g € G} eine Familie
von Diffeomorphismen auf dem Totalraum:

tg: P—P.

Dann kénnen wir definieren (vgl. [Ish84) S. 1227]):

DEFINITION IX.1 (Hochhebung in Prinzipalbtindel). Die Familie {¢, : g € G} heifst Hochhebung
der Gruppenwirkung oder G-Lift in das Prinzipalbiindel P, falls

(i) die Wirkung auf dem Totalraum die Wirkung auf dem Basisraum {iberdeckt, d.h.
moty =lgom Vge @G,
(ii) ¢t : G — Diff(P) eine Linkswirkung auf P darstellt, d.h.:
tgo 0tg, = tgog: Vg1,92 € G,

(iii) t4 fur alle g € G ein Automorphismus des Prinzipalbiindels ist, d.h. ¢, : P — P bildet
Fasern auf Fasern ab und ist mit der Rechtswirkung der Strukturgruppe K vertréaglich:

ty (k) =t4 (p) k Vke K VgeG.

Zusammenfassend konnen wir das in einem Diagramm ausdriicken:

t
K—>P—>Pp 1, € Diff(X)

l,, iﬂ mit to(pk) =t,(p)k VkeK
l

X s X tg, Oty = tgag, -

Haben wir nun eine solche Hochhebung der G-Wirkung vorgegeben, so ldsst sich eine einfache
Wirkung von G auf dem assoziierten Vektorbiindel P x x C" definieren durch:

(96) 13 [p,v] == [ty (p) ;0]

mit [p, v] den Aquivalenzklassen in P x jz C":

[p,v] = {(p',v') ePxC": (p’,v') = (pk:,x (kil) v) , ke K} ,
wobei x : K — GL(n, C) eine Darstellung von K auf C" bezeichnet.

Auf dem assoziierten Vektorbtindel gibt es dann eine kanonische Projektion auf den Basisraum
X:
men: PxgCt — X
[p,v] = men ([p,0]) =7 (p)
die wegen 7 (pk) = 7 (p) Vk € K wohldefiniert ist (die Strukturgruppe wirkt nur entlang der
Fasern). Man tiberpriift sofort, dass die durch definierte Wirkung auf P x g C" die Wirkung
auf dem Basisraum X tiberdeckt, d.h. die Faserstruktur des Biindels erhilt:

97) 7en (1) [p]) = men ([t (), v]) = woty () = lyom (p) = lyomen ([pw]) V[p,v] € Px .

IFiir die Definition eines Prinzipalbiindels und die Beziehung zu den assoziierten Biindeln sei auf den Anhang@]verwie-
sen.
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Die Wirkung [] ist also insbesondere ein Automorphismus des assoziierten Biindels. Auflerdem
ist!T: G — Aut(P xx C") ein Gruppenhomomorphismus:

(98) lgz © lgl [pv ’U] = l;2 [tgl (p) 7”] = [t92 © tgl (p) 7U] = [t9291 (p) 7”] = lgggl [pv U] )

lg definiert also eine Linkswirkung auf P x i C". Ganz allgemein nennt man einen Gruppenho-
momorphismus " : G — Aut(P x ¢ C") eine Hochhebung von G in das assoziierte Biindel.

Zusétzlich tragen die Fasern eines assoziierten Vektorbtindels eine Vektorraumstruktur:
a[p,v] + B [p,w] := [p,av + fw] Va,Be€C,

und wir verlangen von dem Lift l;, dass er mit dieser Vektorraumstruktur vertraglich ist, das

heifst, dass er die Fasern linear aufeinander abbildet:
(99) 1 (e [p,v] + Bp,w]) := alf [p,v] + B1] [p,w] .
Ist P x i C™ zusdtzlich ein hermitesches Biindel, so kann man noch spezifizieren, ob die hochge-
hobene G-Wirkung (" die hermitesche Struktur invariant lasst, d.h.
<l$v, lgw>gz = (v,w), Vge G, Yo, we g (z) .
Haben wir also eine solche Hochhebung /T : G — Aut(P x x C") in das assoziierte Biindel vorge-

geben, und lasst " zusitzlich die lineare und die hermitesche Struktur auf den Fasern invariant,

so konnen wir durch

(100) (U(g) s) (z) := l;s (g_lm) Vge G

eine Wirkung der Gruppe G auf dem Raum T' (P x i C") der Schnitte des assoziierten Biindels
definieren. Man tiberpriift zunéchst, dass durch tatsdchlich ein Schnitt definiert wurde, dass
das Bild von x unter (U (g) s) also tatsdchlich in der Faser tiber z liegt, d.h. (U (g) s) () € C} =
men (). Bsists (g7 'a) € Cr,, dal' aber die Wirkung von G auf dem Basisraum iiberdeckt (vgl.
@) wird diese Faser unter I] auf die Faser C abgebildet. Es ist also (U (g) s) (z) € C} Vz € X.

Die Darstellung U (g) ist sogar unitér, falls das Maf$ auf dem Basisraum X invariant unter der
Gruppenwirkung G istEI

BEWEIS. Sei also V' — X ein C"-Vektorbiindel tiber X mit hermitescher Struktur {:|-)_ :
CZ x C? — C, die unter der G-Wirkung invariant ist. Sei ferner i ein G-invariantes Maf$ auf X.

Dann haben wir zum einen zu zeigen, dass U (g) : I' (V) = I" (V) ein linearer Operator ist, d.h.
(101) (U(g)(aa+ b)) (z) = a(U(g)a) (x) +B(U (9)b) (x)  Vze X, Va,bel'(V),

und zum anderen, dass U (g) fiir alle g € G ein normerhaltender Operator ist, d.h.

(102) L (U (9)a)(z)| (U (9)a)(x)), du(z) = L (a(z)la(z)),du(x)  VgeG,Vael (V).

2Angenommen das Maf8 1 auf X ist nicht invariant, sondern nur quasiinvariant unter der Gruppenwirkung G G X, das
bedeutet aus p (B) = 0 folgt auch o g71 (B) = 0 ¥g € G und alle messbaren Mengen B — X. Dann muss man, um
eine unitdre Darstellung U auf I' (P x g C™) zu bekommen, Gleichung (100) auf der rechten Seite noch mit der Wurzel

1
og™t 2
der Radon-Nykodym-Dichte (d(“dii)) ’ multiplizieren, um eine unitdre Darstellung zu erhalten; vgl. [Ish84, S. 1218

ff] und insbesondere Gleichung 5.2.17 der selben Referenz.
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Dabei sei a € T' (V) ein Représentant im Sinne von (73), das heif}t a soll ein auf ganz X definierter,

bis auf lokale U(1)-Eichtransformationen eindeutig bestimmter Schnitt seinﬂ

Zu li sei bemerkt, dass I] nach Voraussetzung die Faser C}! linear auf die Faser C}, abbildet
(vgl. (©9)), wir haben also:

(U (g) (aa + Bb)) (z)

lg (aa + Bb) (g_lx)
alga (g_lx) + ﬁl;b (g_lx)
a(U(g)a)(x)+ B (U (9)b) (x) -

Fiir folgt zundchst aus der G-Invarianz der hermiteschen Struktur:
L (U (9)a) (@) | (U (9) ) (), dps () = L {Iha(g™'x) ()b (972, du (x)
| @l b)), @
X

z und aus der G-Invarianz des Mafles . folgt dann die

und mit der Umbenennung y = g !

Behauptung;:

f (U (9)a) (@) (U (9)B) (), dps () j Ca () b ()Y, dyt (g3)
X X

j Ca () b)), du (v)
X

O

Das in Abschnitt definierte Ma88 ;1 auf RP? ist nun invariant unter der Wirkung von SU(2).
Das heifit, wenn wir einen Lift der Gruppenwirkung SU(2) G RP? nach V,; und V_ konstruiert
haben, kénnen wir durch einen unitdren Operator U, auf I' (V) bzw. U_ auf I" (V_) kon-
struieren. Insbesondere ist U+ dann auch ein Operator auf dem Hilbertraum .. Da U unitér ist,
bildet er schliefslich quadratintegrable Schnitte auf quadratintegrable Schnitte der selben Norm
ab. Hy bzw. H_ sind demnach abgeschlossen unter der durch U, bzw. U_ definierten Wirkung
von SU(2).

2. Eine einfache Hochhebung der SU(2)-Wirkung

2.1. Vorbemerkungen. Wir gehen bei der Betrachtung der Drehungen auf den Biindeln V.,
und V_ von der Wirkung einer Einparameter-Untergruppe (EPUﬁ

d: R - SU®©)
o > df:=exp[sp (¢-7)]
der SU(2) aus, die die Drehungen um eine Achse ¢ € R? beschreibt. Bezeichnen wir die SO(3)-
Darstellung dieser Drehung mit R¥ := R (d¥), so induziert diese Wirkung nach Kapitel auch

3Diese Voraussetzung ist notwendig, da wir auf der einen Seite nicht davon ausgehen kénnen, dass V' globale Schnitte
zulésst, auf der anderen Seite aber sicherstellen miissen, dass pq () = {a () |a (x)),, global definiert ist.
“Kurz gesagt ist eine EPU einer Liegruppe G ein Gruppenhomomorphismus d von der kommutativen Gruppe (R, +)
nach G. Fasst man G als Mannigfaltigkeit auf, so ist d eine Kurve auf G, fiir die zusétzlich

d#t? = d¥d?
gilt; siehe z.B. [KN63] S. 39].
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eine Wirkung auf dem RP?:

[: SU@2) xRP? — RP?
@?,[2]) = lae[2] == [R¥2] .

Dabei ist [ : SU(2) — Diff (RP?) nur dann ein Gruppenhomomorphismus, falls wir uns auf die
Elemente der EPU d beschrianken:

lavae [2] = lgo+e [2] = lgeso [2] = [R (d°17) 2] = [R (d?d”) 2] = [R?R"z] = lqolqe [2] .

2.2. SU(2)-Lift in das Z,-Prinzipalbiindel iiber RP2. Betrachten wir also zundchst den Lift
der SU(2)-Wirkung in das nichttriviale Z,-Prinzipalbiindel {iber R P?:

Ly — 52
RP?
Dabei wollen wir den RP? als Orbitraum der Z,-Wirkung auf S? verstehen:
¢: S?xZy — 8?2
(0,0),-1) —» (m—0,06+m).

Die Aquivalenzklassen in RP? = S2/Z, lassen sich demnach schreiben als:
[97(725] = {(9,¢),(7T—0,¢+’/T)} :

Eine kanonische SU(2)-Wirkung auf dem Totalraum S? < R? ist gegeben durch die dreidimen-
sionale Darstellung der SU(2), die auf R? bekanntlich mit der der Darstellung der SO(3) zusam-
menfillt. Zur Vereinfachung betrachten wir hier nun speziell die Drehungen um die 3-Achse:

ds: R — SU(2)
p — df:=exp (%@03) ,
konnen dann aber natiirlich auch nur Aussagen iiber den Erzeuger einer Drehung um die 3-

Achse, die 3-Komponente des Drehimpulses, machen. Die Wirkungen der EPU d3 : R — SU(2)
auf dem Totalraum S? und dem Orbitraum RP? = S?/Z, sind dann gegeben durch:

R: SU2) xS? — 5?2 und l: SU2) xRP? — RP?
(d5,(6,9)) — (0,0+¢) g, [0.¢) — [0.¢+¢].

Wir miissen nun noch iiberpriifen, ob die Wirkung R = R (d¥) : S? — S? tatséchlich ein Lift der
Wirkung lqe : RP? — RP? im Sinne der Definition ist:

zu[(} Es ist offensichtlich
moRS(0,0) =mo (0,0 +¢) =[0,0+¢] =lug 0 [0,0] = lag o7 (6,9) .
zu |(i1)) Aus der EPU-Eigenschaft von ds folgt:
RJoR{ (6,0) = R} (0,0 + ) = (0.6 +¢ +9) = B3 "% (6,0) = R (d*7) (6,9) = R (d]dlf) (6.9) .
zu Wir rechnen nur fiir das nichttriviale Element (—1) € Zy nach:
RE(c((6,¢),-1)) = R{(m—0,0+7)=(r—0,0+7+¢)
(r=0,0+¢+m) =c((0,0+¢),-1) =<(R{(0,0),-1) .
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Damit ist R = Rodf : S? — S? ein Lift beziiglich der Wirkung der Einparameter-Untergruppe
dz : R — SU(2) auf RP2.

2.3. Ein einfacher Lift in das bosonische Vektorbiindel V. Wir betrachten nun das triviale
C"-Vektorbiindel V.. iiber RP?:

C" ——= RP2 xC"

lm

RP?

Es sei daran erinnert, dass dies ein beztiglich der trivialen Wirkung 7 der Z, auf C" assoziiertes
Vektorbiindel zu $% — RP? ist (vgl. Gleichung (87)).

Nun brauchen wir hier, bei einem ohnehin trivialen Vektorbtindel, nicht den Umweg tiber das
Prinzipalbiindel zu gehen, sondern kénnen direkt aus der Wirkung lgs : RP? — RP? einen
einfachen Lift in das assoziierte, triviale C"-Vektorbiindel V, definieren. Lassen wir die SU(2)
auf C™ trivial wirken, so erhalten wir mit

I": SU@2)x (RP?xC") — RP?xC"

(103) (d”, (x,v)) o 1 (x,0) = (lgex, v)

einen Lift der SU(2)-Wirkung l4. auf RP2. Offensichtlich tiberdeckt I}, : RP? x C* — RP? x C"
die Wirkung auf dem Basisraum und erbt die Gruppenhomomorphismuseigenschaft von l4+ (vgl.
Gleichungen und ). Desweiteren bildet qu;w die Fasern linear aufeinander ab, schliefSlich
haben wir den einfachen Lift l;w mit der trivialen Wirkung auf den Fasern gewihlt, d.h. in der
zweiten Komponente ist ZJN einfach die Identitat.

Der unitdre Operator dieser Wirkung ist dann gegeben durch:

Uy (d%) a) (x) loa(la—x)

= I (g-ex, 0 (Ig-+x))
= (laea-ox, o (lg-~x))
= (x,a(lg-+x)) .
Fir n = 1 entspricht das gerade der einfachen Wirkung einer Drehung d¥ auf die Funktion
a:RP? > C:
(U (d%) @) (x) = a(la--x%) -

2.4. Ein einfacher Lift in das fermionische Biindel. Kommen wir nun zu der einfachen
Hochhebung der SU(2)-Wirkung in das nicht-triviale, fermionische Vektorbiindel V_:

Cr — RP2XC"

lﬂ

RP?

Die Elemente des Totalraums dieses Biindels sind nach gegeben durch die Aquivalenzklas-

sen:

[0, 9), v = {((6,0),v),(x = 0,0 +7),—v)} .
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Nun haben wir bereits in Abschnitt[2.2]einen Lift der Einparameter-Untergruppe ds : R — SU(2)
in das zu V_ assoziierte Prinzipalbiindel gefunden und kénnen jetzt den entsprechenden Lift in
das assoziierte Vektorbiindel V_ konstruieren.

Wir kénnen die SU(2) hier fiir den einfachen Lift wieder trivial auf dem C™ wirken lassen. Wir
erhalten dann den einfachsten Lift der EPU d3 : R — SU(2) nach V_ als:
I": SU2) x (RP2XxC") — RP2xC"
(d?;’ [(97 ¢) ) v]g) = [(07 ¢ + SD) 7v]§ N

Man tiberpriift auch hier wieder, dass es sich um einen Lift in das assoziierte Biindel handelt. Wir
haben:

T 0 ll;f [(97 d)) 7v]§ =T [(97 o+ 50) 7v]§ = [97 ¢+ QD] = ldg’ [0, ¢] = ld.f om— [(97 QS) VU]g .

und

ngOZLg [(97 d)) ) v]g = l;g [(07 ¢+ QO) 7”]; = [(9’ b+ o+ 19) 7v]§ = ll{139+np [(97 d)) 7v]§ = lllgdg [(97 d)) 7v]§ :

Schreiben wir die Aquivalenzklassen als Mengen aus, so ist lgw € Aut(V_) gegeben durch:
3

ll{? : {((97¢)’U)’((7T_95¢+7T)7_1))}'_’{((9a¢+9@)av)v((ﬂ-_ev¢+§0+ﬂ-)7_v)}'

Wir koénnen dann einen unitdren Operator U_, der die d3-Wirkung auf dem Raum der Schnitte
I' (V_) beschreibt, explizit angeben:

(104) (U_(df) a) (x) = I, a(zd?x) .

Sei der Schnitt a € I' (V_) nun fiir n = 1 gegeben durch
a(x):=[(6,¢),a(0,9)]

mit a : 5? — C einer antisymmetrischen Funktion. Dann ist

B (0.0 =) a (8,6 = )],

= [(07 ¢) y & (9, d) - @)]g .

Wir haben also wieder das Ergebnis fiir die Transformation von Funktionen reproduziert.

(U~ (df) a) (x)

2.5. Die irreduziblen Darstellungen der SU(2). Wie wir aus den letzten Abschnitten ler-
nen, sollte ein nicht-einfacher Lift in das fermionische bzw. in das bosonische Biindel eine SU(2)-
Wirkung auf den Fasern C™ des jeweiligen Biindels beinhalten. Das fiihrt uns also direkt auf die
irreduziblen Darstellungen der SU(2). Zu fester Gesamtdrehimpulsquantenzahl j = max (m;)

gibt es 25 + 1 orthogonale Eigenvektoren {|j,m;)} ..j}- Die irreduziblen Darstellungen der

mie{—j,.
SU(2) sind folglich Darstellungen auf einem (25 + l)fdijmensionalen C-Vektorraum. Die m; sind
dabei die Eigenwerte der Komponente j3 des Gesamtdrehimpulsoperators des Zweiteilchensys-
tems. Um also eine irreduzible Wirkung der SU(2) auf den Fasern, und damit nicht-einfache Lifts
der SU(2) zuzulassen, miissen die Fasern der Vektorbiindel V bzw. V_ die Dimension 2; + 1

haben.

Insgesamt haben wir also die beiden Biindel
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(C2j+1 - s RPQ % (CQj+1 C2j+1 - > RP2 ; C2j+1
lm und lw
RPQ RP2

als Startpunkt, um die Drehimpulsoperatoren fiir bosonische bzw. fermionische Systeme zu un-
tersuchen.



ANHANG D

Assoziiertes Biindel und dquivariante Funktionen

Dieser Anhang ist dazu gedacht, den Zusammenhang zwischen Schnitten in einem assoziierten
Biindel P x g F' und den beziiglich der Wirkung der Strukturgruppe K dquivarianten Funktionen
P — F iiber dem Prinzipalbiindel P herzuleiten. Wir betrachten dazu zunéchst noch einmal die
Konstruktion eines assoziierten Biindels aus einem Prinzipalbiindel.

Kurz gesprochen ist ein Prinzipalbiindel ein Rechts-K-Raum mit dquivarianter Trivialisierung.
Etwas ausfiihrlicher bedeutet das (cf. [Ish84, S. 1208]):

DEFINITION D.1 (Prinzipalbiindel). Ein Prinzipalbiindel ist ein Faserbiindel P > X, dessen
typische Faser eine Liegruppe K ist, die auf dem Totalraum P von rechts wirkt und zusétzlich
die folgenden Eigenschaften besitzt:

(i) Die Rechtwirkung von K

PxK — P
(p,k)  — pk
auf dem Totalraum P ist frei]
(ii) Die lokalen Trivialisierungen von P
¢ (U)>UxK
sind K-dquivariant, d.hﬂ

o(pk)=d(p)k Yked.

Tfrei” bedeutet, dass es keinen Punkt p € P gibt, der unter der Wirkung von G invariant ist.
bDie Wirkung von K auf U x K wird dabei nattirlich durch die Rechtswirkung der Gruppe K auf sich selbst definiert:

UxKyxK —» UxK
((z,h), k) —  (z, hk)

Dass die Wirkung von K auf P frei ist, hat zur Folge, dass der Orbitraum P/K wieder eine Man-
nigfaltigkeit, ndmlich der Basisraum X ist (Quotientenraumtheorem, fiir Details siehe z.B. [Lee03,
Thm. 9.16]). Die Orbits von K auf P sind dann die Fasern des Prinzipalbiindels und die Wirkung
von K auf diesen Fasern, die demnach im Wesentlichen Kopien von K sind, ist frei und transitiv.

Sei also

< <~—
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ein Prinzipalbiindel. Zur Konstruktion eines assoziierten Biindels brauchen wir nun zusétzlich

eine Linkswirkung von K auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit F:
KxF—F.

Dann kénnen wir ein assoziiertes Biindel zu P 5 X mit typischer Faser F' bilden. Wir definieren
dazu eine Rechtswirkung von K auf P x F durch

(PxF)xK — PxF
(0. f). k) = (PkETNS) .
Da die Wirkung von K auf P frei ist, ist die hier definierte Wirkung von K auf P x F' insbesondere
auch frei, und der Quotientenraum

PxgF:=(PxF)/K

ist wieder eine Mannigfaltigkeit. Diese Mannigfaltigkeit ist dann der Totalraum des assoziierten
Biindels von P mit typischer Faser F:

F—— P xgF

der natiirlich aus Aquivalenzklassen

. f1={(.f)ePxF: (. f)=(pkk™"f), ke K}
besteht.

Fiir die Schnitte solcher assoziierter Biindel haben wir die wichtige

FESTSTELLUNG D.2 (Schnitte und dquivariante Funktionen). Die Schnitte des assoziierten Biindels
(P xg F) — X stehen in bijektiver Korrespondenz zu den diquivarianten Funktionen ¢ : P — F, d.hf]

T(PxgF)~{ypeC”(P,F): ¢(pk)=k"" (¢ (p) VkeK}.

vgl. [Ish84] Gleichung (5.1.34)]

Auf der linken Seite der definierenden Gleichung in obiger Feststellung wirkt k£ € K von rechts
auf ein Element p € P, auf der rechten Seite wirkt £~! € K von links auf ein Element ¢ (p) € F.
Nattirlich hiangt diese Definition der dquivarianten Funktionen direkt mit der oben definierten
Rechtswirkung der Gruppe K auf P x F' zusammen, wie man am Beweis der Feststellung explizit
sieht.

BEWEIS. Seiy € C* (P, F) eine dquivariante Funktion, d.h.
v (k) =k (p) VkeK,
dann konnen wir einen Schnitt oy, : X — P x i F' definieren:
oy (@) = [pa, ¥ (po)]  mitpy e ! (2)

der wegen

[PmkW (pxk)] = [pzku k_lw (p:r)] = [pﬂmdj (pr)]
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nicht von der Wahl des Représentanten p, € 7! (z) = K, abhéngt. Man kann schliefSlich wegen
der transitiven Wirkung der Gruppe K auf den Fasern K, jedes beliebige Element in ¢, € K, in
der Form ¢, = p,k fiir ein k € K schreiben.

Sei nun umgekehrt ¢ : X — P xg F ein Schnitt des assoziierten Biindels, dann l&sst sich in
eindeutiger Weise durch die Gleichung

o(m(p) =I[p,¢s (p)] VpeP

eine Funktion ¢, € C* (P, F') definieren, die dann wegen
[, %o (p)] = o (7 (p)) = o (x (pk)) = [Pk, ¥ (pk)] = [pkk ™", kibs (pR)] = [, ktbo (PK)]
auch K-dquivariant ist:
Vo (p) = ke (k) & e (k) =k 05 (p) -
Insbesondere sehen wir, dass
O(p,) () = [Pz Yo (Px)] = 0 (7 (p2)) =0 (x)  VeeX
und dass ferner wegen
[p. Yoy @] =0y (7 (p)) =[p.¥ ()]  VYpeP

auch ¢,y (p) = ¢ (p) gilt. Demnach sind die oben definierten Zuordnungen

P oy und oY,

invers zueinander, und wir haben tatsdchlich die behauptete bijektive Korrespondenz. O






ANHANG E

L_ als komplex-tautologisches Biindel iiber R P?

Wir gehen bei unseren Betrachtungen in diesem Anhang von Gleichung aus:
Vectd (RP?) = Z, .

Wir stellen dabei eine etwas andere Sichtweise als die in Abschnitt[VII[5|betrachtete vor. Es wird,
fiir den Spezialfall von Vektorbiindeln mit Faserdimension Eins, jeweils ein C-Geradenbiindel
fiir jede Aquivalenzklasse in Vectg (RP?) konstruiert. Wir orientieren uns dabei an den Ausfiih-
rungen von Andrés Reyes in [Rey06]E] Nach einer kurzen Bemerkung tiber das neutrale Element
in Vectt(RP?) im ersten Abschnitt konstruieren wir im zweiten Abschnitt dann einen Repré-
sentanten aus dem nichttrivialen Element in Vect¢:(RP?). Es wird uns dabei die Analogie zum
tautologischen Biindel iiber RP? behilflich sein.

1. Das neutrale Element in Vectg (RP?)

Vect (RP?) ist eine Gruppe und hat somit auch ein neutrales Element. Bei Aquivalenzklassen
von Faserbiindeln entspricht dies dem trivialen Biindel:

C——RP2xC

|

RP?

Wir bezeichnen dieses Biindel kurz mit L, ——> RP2. Man beachte, dass die Ubergangsabbildun-
gent! : K;n K, — 1c Zy c U(1) dieses Biindels alle trivial sind. Als Strukturgruppe dieses
Biindels ist demnach jede Gruppe erlaubt, die eine Wirkung auf der typischen Faser C hat. Wie
wir bereits in Kapitel |V1l| gesehen haben, entsprechen die Schnitte dieses Biindels in kanonischer
Weise den symmetrischen Funktionen ¢ : S? — C. Nehmen wir ndmlich einen beliebigen Schnitt
o eT'(L,), also eine Abbildung
oc: RP? — L,
p = o(p),

so gibt es zu diesem Schnitt eine Funktion s : RP? - C, sodass

o(p) = (p,s(p)) VpeRP?.

Nun entsprechen jedem Punkt p € RP? = 5?/Z, zwei Antipodenpunkte {p, —p} der Sphére. Eine
Funktion ¢ : S? — C, die s : RP? — C représentiert, muss also in jedem Fall

Y (p) =s(p) =¢(-p) mit p = [p] = {p, —p}

1A, Reyes erhilt die Existenz von zwei nicht isomorphen Geradenbiindeln tiber dem R P2, anders als wir, aus der Theorie
der projektiven Moduln (vgl. Kapitel 3 und 4 seiner Arbeit).
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erfiillen. Die Funktion % ist also symmetrisch.

2. Das komplex-tautologische Biindel

Neben dem trivialen gibt es nun noch ein zweites, natiirliches Geradenbiindel {iber der projekti-
ven Ebene: das tautologische Biindel. Das ist ein Biindel mit Basisraum RP?, bei dem die Faser
iiber einem Punkt p € RP? die entsprechende Ursprungsgerade {ap : p € p, a € R} ¢ R ist. Der
Totalraum dieses Biindels ist demnach die Menge

E(Lﬂf) = {(p,w)eRszR3:w€p}
(105) = {(p,w) eRP?> xR*:w=ap, [p] =p, a e R}

Wir haben dann die Projektion:
™ (p,w) = p.

Um nun eine lokale Trivialisierung dieses Biindels zu konstruieren, brauchen wir eine umkehr-
bare Abbildung
¢: 7 (U) - UxR
(p,w) = (P, (w))
wobei U < RP? eine offene Umgebung und (p, w) ein allgemeines Element in 7! (U) c E (L®)
bezeichnet. In der ersten Komponente von ¢ haben wir die Identitdt. Damit aus ¢ eine umkehr-
bare Abbildung wird, muss auch die Abbildung

p: R - R
w = p(w)

der zweiten Komponente eindeutig sein. Wir verwenden zur Konstruktion dieser Abbildung,
die bereits in Abschnitt gewihlten lokalen Kartengebiete {K1, Ko, K3} des RP?2. Es sei an
dieser Stelle nochmal daran erinnert, dass diese Kartengebiete Zentralprojektionen der Mengen
X; = {(21,22,23) € R : 2y # 0} sind:

K, =P (X;) c RP?

(vgl. Formel ). Sei also p € K}, sei ferner p € R? ein normierter Reprisentant des Strahls p, den
wir in diesem Fall als Teilmenge p = {p, —p} c S? auffassen kénnen. Wegen p € K; ist dann also
p € X; und somit die entsprechende Komponente p; # 0. Zum anderen gibt es zu dem Vektor w €
R? wegen w € p einen Skalar 3 € R, sodass w = p. Da es keinen ausgezeichneten Représentanten
in p gibt, miissen wir w = —( (—p) als mogliche Kombination fiir w auch zulassen und kénnen
deshalb nicht einfach den Skalar 5 € R als Bild ¢ (w) nehmen (man koénnte dann ebensogut —f
nehmen). Der Wert ¢ (w) € R, den wir w zuordnen, muss eindeutig sein, insbesondere muss also
¢ (w) den selben Wert liefern, wenn man statt p € {p, —p} den gespiegelten Vektor —p € {p, —p}
als normierten Reprisentanten von p € RP? wihlt. Zusammenfassend muss also

{Bp, =B (=p)} = p(w) .
Wir erreichen dies durch die Definition
DL

e (w) = ﬁw = Bsgn(p) -

Wir nehmen also die in der Karte K ausgezeichnete /-Achse ¢; - R = R als Referenz und tragen
die Lange 5 der Vektoren auf dieser Achse auf. Die Richtung, in die 3 aufgetragen wird (positiv
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oder negativ) hingt dabei nicht von dem gewihlten Repréasentanten +p € p ab, denn wir haben

e(Bp) =pw)= ¢(=B(-p)

— oy = —3(— d
Op =w B(—p) un B sgn(pr) = —fBsgn(—p) -

Die lokalen Trivialisierungen des tautologischen Biindels ergeben sich daraus zu:

o a1 (Kl) - K; xR

(106)
(p,w) = (p,Bp) — (P, (w))=(p,sgn(m)p) .

Nun hat das tautologische Biindel iiber R P? als typische Faser den Vektorraum der reellen Zahlen
R. Um daraus ein komplexes Geradenbiindel zu machen, miissen wir die obige Konstruktion
des Totalraums und der lokalen Trivialisierungen ins Komplexe erweitern. Dabei werden wir
sehen, dass das aus dieser Verallgemeinerung gewonnene komplex-tautologische Geradenbiindel
itber RP? ein Reprasentant der zweiten, nichttrivialen Aquivalenzklasse in Vectg (RP?) ist. Sei

zur konkreten Konstruktion
b R o o
p=pe = |p=ple),
die natiirliche Inklusion des R? in C?, wobei {e;} die kanonische Basis von R? und {|e;)} die des
C3 bezeichnet. Wir definieren dann als Totalraum des zu konstruierenden C-Geradenbiindels:
(107) E(L-) = {(p,|w)) e RP* x C* : |w) = A|p), [p] = p, A€ C}
(vgl. Gleichung (105)) mit der Projektion

T (p,[w)) = p.

Wegen der beiden Elemente in der Aquivalenzklasse p = [p] = {p, —p} gibt es nun wieder die
beiden Schreibweisen |w) = X |p) = —\|—p), A € C fiir den Vektor |w) € C3, wonach

(p; [w)) = (P, Alp)) = (P, (=N |=-p))

zwei offensichtlich dquivalente Darstellungen fiir das selbe Element (p, |w)) € E (L_) sind. Ein

Element in E (L_) lasst sich demnach auch als Aquivalenzklasse schreiben:

(108) [p, [w)] = {(p, Alp)) . (P, =A[=p))} -

Vergleicht man diese Aquivalenzklasse mit der in Abschnitt gefundenen Aquivalenzklasse
des nichttrivialen Vektorbiindels V_ fiir die Faserdimension n = 1, so sieht man ein, dass
beide Klassen Elemente des selben Biindels beschreiben. Ein Wechsel des Reprasentanten p — —p

in (88) bzw. (108) &ndert auch das Vorzeichen des Vektors v € C! in (88) bzw. A € C in (108).

Analog zum reellen Fall konstruieren wir nun die lokalen Trivialisierungen des komplex-tauto-
logischen Biindels. Diese sollen natiirlich nicht von der Wahl des Reprdsentanten p € p abhédngen.
Wir definieren analog zu (106):

gZSl: W:l(Kl) i KZX(C

(109)
(P;Alp)) = (P, sen(p)A)

le{1,2,3},

mitp € p, [p| = 1, p = (p1,p2,p3) € R3. Genauso wie oben rechnet man nach, dass diese Triviali-

sierungen wohldefiniert sind:

¢ ([=p], (=N [=p) = ([=p], sgn(=pi) (=) = ([p], sen(p1) A) = ¢ ([p], A [p)) -
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Tk | Tl [T tit | Lim |tk
|+ |+ |+ |+
-+ |+ -+ | -
| -]+ - =]+
— - | + + —_ | =
v+ | - + - -
-+ | - - -]+
+ | -] - -+ | -
E R + o+ 1+

(@) (b) ©

ABBILDUNG 1. Bild (a) zeigt die (x;, ., )-Ebene. Fiir Strahlen p € K; n K,,,, de-
ren senkrechte Projektion auf diese Ebene sich in dem griinen Bereich befindet,
ist t, (p) = +1; fur Strahlen q € K; n K,,, deren Projektion sich in dem roten
Bereich befindet ist ¢;,,, (q) = —1. Strahlen r, die auf eine der Achsen projiziert
werden, liegen nicht in K; n K,,,. Anhand von Bild (b) tiberlegt man sich leicht,
welche Strahlen fiir die jeweilige Ubergangsabbildung welches Vorzeichen pro-
duzieren. Ferner sieht man, dass dieses Vorzeichen wohldefiniert, d.h. fiir jeden
Strahl p eindeutig festgelegt ist. Fiir den gezeichneten Strahl ist beispielsweise
tkr (p) = tmk (p) = —1 und ¢, (p) = +1, fur die Koordinatenachsen, die natiir-
lich auch Strahlen darstellen, lédsst sich kein Vorzeichen festlegen, da sie jeweils
nur in einem Kartengebiet und damit nicht im Definitionsbereich der Ubergangs-
abbildungen liegen. Man erhélt aus Abb. (b) eine Tabelle der Form (c), anhand
derer man die Relationen (Kozykelbedingung, etc.) zwischen den Ubergangsab-
bildungen tiberpriifen kann.

Mit den lokalen Trivialisierungen (107) haben wir natiirlich auch die Ubergangsabbildungen ¢, :
K; n K,;, = Zs. Aus der bekannten Gleichung

(bl o ¢7_nl (p7 Oé) = (p7 t;m (p) Oé) Vp e Kin Ky

folgt namlich V [p] = pe K; n Kt

([p], @) o, ([p], sen(pm) @ [p)) =25 ([p], sgn(pr) sgn(pm) @) = ([p], sgn(pipm) @)

und wir lesen ab:

tim ([P]) = sen(pipm) -
Die Wohldefiniertheit und die Kozykelbedingungen dieser Ubergangsabbildungen liest man di-
rekt aus der Abbﬂdung ab, oder rechnet die Eigenschaften einfach nach. Wegent;  (p) € {+1,—1} =
Zy haben wir den speziellen Fall, dass die Ubergangsabbildungen selbstinvers sind:

tr, () =tr, () = (th) " (p) -

Ferner rechnet man leicht nach, dass sie die Kozykelbedingungen erfiillen:
th (P) tiy, (P) =ty (P) -

Wir haben demnach ein zweites C-Geradenbiindel
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C——L_

|

RP?
tiber R P? konstruiert, dessen Ubergangsabbildungen

b -

K nK, — 7o
] =t ([p]) = sen(pipm)
offensichtlich nicht trivial sind (vgl. auch Abb.[T).

Auch hier konnen wir sehen, dass die lokalen Schnitteﬂ o € I'(L_) dieses Biindels den antisym-

metrischen Funktionen ¢ : S? — C entsprechen. Sei ndmlich

aj . Kl - L_
[p] = aullp]) = (o], alp)

ein Schnitt in I' (L), dann gibt es eine Funktion v, : S* — C, sodass

ar([p]) = ([p], ¥1 () Ip)) -

Nun darf der Wert des Schnittes o; € I (L_) nicht von der Wahl des Reprasentanten p € [p] =
{p, —p} abhéngen. Fiir die Funktion ¢; : S — C muss demnach gelten:

([e], ¥ () Ip>) = o1 ([p]) = ou ([=p]) = ([=p] ;%1 (=) |=p>) = ([p], =1 (=D) IP)) ,

also
Y1 (=p) = =i (p) »

das heifit y; : S? — C ist eine antisymmetrische Funktion. Insbesondere folgt daraus auch,
dass jede stetige Funktion ¢; : S? — C mindestens eine Nullstelle hat, d.h. jeder Schnitt o; :
RP? — L_ hat mindestens eine Nullstelle und das Biindel L ist folglich nicht isomorph zu dem
trivialen Biindel L+EI L_ ist also tatsichlich ein Représentant der zweiten Aquivalenzklasse in
Vect (RP?).

Fiir die Faserdimension Eins, also fiir die Geradenbiindel L, und L_ iiber RP?, lassen sich auf
diese Weise also die Ergebnisse aus Abschnitt[VII[5| reproduzieren.

2Das Biindel L_ = RP? lasst natiirlich nur lokale Schnitte o7 : K — L_ zu, da die Existenz eines globalen Schnitts
o : RP? — [ der Trivialit4t des Biindels L gleichkommt.

3Aquivalent zu der Aussage, dass ein Biindel trivial ist, ist bekanntlich die Aussage, dass es einen (stetigen) Schnitt ohne
Nullstelle zulésst.






Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben in dieser Arbeit an zwei Beispielen gesehen, wie die projektive Geometrie - angewandt
in zwei unterschiedlichen Teilgebieten der Quantenmechanik - zu fundamentalen Ergebnissen
ftihrt.

Im ersten Teil habe ich gezeigt, wie der Hauptsatz der projektiven Geometrie, erweitert auf die
quasiunitiaren Kollineationen im projektiven Hilbertraum, auf das fundamentale Wigner-Theorem
zur Realisierung von Symmetrien auf dem Hilbertraum fiihrt. Wir haben bereits in Kapitel
darauf hingewiesen, dass es interessant wére zu untersuchen, ob der Hauptsatz der projektiven
Geometrie auch fiir solche Kollineationen, die nicht aus der Invarianz der projektiven Hilber-
traumstruktur © : PH x PH — R, folgen, seine Giiltigkeit behalt.

Ein weiteres im ersten Teil behandeltes Thema ist das Auftauchen projektiver Phasen bei der
Realisierung von Symmetrien auf dem Hilbertraum. Es ist uns gelungen eine hinreichende Be-
dingung fiir das Verschwinden dieser projektiven Phasen herzuleiten. Diese Bedingung war die
Trivialitdt der zweiten Gruppenkohomologie der entsprechenden Symmetriegruppe. Wir konn-
ten desweiteren die begriindete Vermutung dufiern, dass das Verschwinden der projektiven Pha-
sen als Bedingung an die - geometrisch sehr anschaulichen - Fundamentalgruppen 7 (G) und
71(G) der darzustellenden Liegruppe G formuliert werden kann.

Im zweiten Teil habe ich dargelegt, auf welche Weise die projektive Geometrie bei der geometri-
schen Beschreibung eines Systems von zwei identischen Teilchen auftaucht. Ich habe eine einfa-
che, geometrische Herleitung der Fermi-Bose-Alternative, sowie die daraus resultierenden Hil-
bertraume H, und H_ angegeben. Desweiteren wurde gezeigt, wie sich die Drehungen in dem
Konfigurationsraum von zwei identischen Teilchen, der projektiven Ebene R P2, beschreiben las-
sen. Im letzten Kapitel habe ich eine Moglichkeit fiir die Konstruktion einer Hochhebung der
SU(2)-Wirkung in die Vektorbiindel iiber RP? beschrieben. Wir haben gesehen, dass daraus di-
rekt eine unitdre Darstellung der Drehungen auf dem entsprechenden Hilbertraum erwachst. Ich
habe diese Operatoren fiir zwei einfache Lifts der SU(2)-Wirkung explizit angegeben. Daraus
konnte man erkennen, dass es fiir einen allgemeinen, nicht-einfachen Lift notwendig ist, die SU(2)
auf den Fasern wirken zu lassen. Damit sind die Grundlagen fiir eine geometrische Formulierung
der Kuckert-Gleichung gelegt.

Der néchste Schritt zu einem geometrischen Verstdndnis der Kuckert-Gleichung wére die Kon-
struktion von solchen nicht-einfachen Lifts der SU(2)-Wirkung, das heifit Lifts nach Vi bzw. V_,
die eine nichttriviale Wirkung auf den Fasern haben. Daraus erhélt man direkt eine unitédre Wir-
kung der SU(2) auf den Hilbertrdumen ., und H_. Betrachten wir speziell die Einparameter-
Untergruppe

ds : = df = exp (;waz)
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der SU(2), so erhalten wir als infinitesimalen Erzeuger der entsprechenden Wirkung auf dem
Hilbertraum gerade die z-Komponente des Gesamtdrehimpulsoperators, fiir den wir dann die
Kuckert-Aussage tiberpriifen wollen. Wir konnen dabei im Allgemeinen nicht erwarten, dass
sich der Gesamtdrehimpuls des Zweiteilchensystems als Summe der Gesamtdrehimpulse der
entsprechenden Einteilchensysteme darstellen ldsst. Es wird also unter Umstdnden nicht ohne
weiteres moglich sein, eine Aussage tiber den Drehimpuls (oder Spin) des einzelnen Teilchens
aus der Kenntnis des Drehimpulses des Zweiteilchensystems abzuleiten, und man konnte in der

Kuckert-Gleichung einen Weg vermuten, der diesen Riickschluss moglich macht.



Notation

Lateinisches Alphabet.

a,b,... meist Elemente eines Vektorraums, Schnitte,
speziell in Teil I: Reprasentanten physikalischer Zustande, bzw. Elemente eines C-
Hilbertraums

a, b,... Elemente eines projektiven Raums, auch als Strahlen bezeichnet

a, b,...  Elemente aus S*/U(1) = PH, die sich nur dadurch von den Strahlen unterscheiden,
dass fiir sie nur normierte Reprasentanten zugelassen sind. Sie werden als Einheits-
kreise bezeichnet.

a,b,. Elemente aus H/U(1), dem Orbitraum der U(1) auf H. Sie werden als Kreise oder
Bargmann-Strahlen bezeichnet.

la] Radius des Kreises a

lall Norm des Vektors a

at orthogonales Komplement zu dem von a aufgespannten, eindimensionalen Unter-
raum.

[a] Aquivalenzklasse, Orbit

Aut(X)  Automorphismengruppe des Raumes X

Autg (V) Menge der Eichtransformationen in dem Biindel V 5 @, d.h. Automorphismen eines
Biindels V tiber (), die jede Faser auf sich selbst abbilden.

GL(n,K) Generelle lineare Gruppe in n Dimensionen tiber dem Korper K.

H Hilbertraum

H"™ (G, M) n-te Kohomologiegruppe der Gruppe G mit Koeffizienten in dem G-Modul M.

K Korper - entweder der Korper der reelen, R, oder der komplexen Zahlen, C

K* Einheitengruppe zu K, im Falle eines Korpers sind das alle Elemente ohne die Null.

K Kollineation zwischen projektiven Rdumen

L? (@) Quotientenraum aus dem Raum der p-integrierbaren Funktionen £? (Q)) und dem

Kern N der p-Norm auf dem Funktionenraum {iiber Q.

LP (T'(V),p) Quotentenraum aus dem Raum der beziiglich des Mafles 1 auf dem Basisraum p-

PH
Pr (K)
PV
RP™
STI,

integrierbaren Schnitte des Biindels V und der Menge der Schnitte mit verschwinden-
der p-Norm.

projektiver Hilbertraum

Projektiver Raum der Dimension n zu dem Vektorraum K" +!

projektiver Raum zum Vektorraum V'

reeler projektiver Raum der Dimendion n, RP? = P, (R)

Einheitssphére der reellen Dimension n

symmetrische Gruppe der Permutationen von n Elementen
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SG(X) Strukturgruppe der Menge X, Menge aller Transformationen, die eine gegebene Struk-
tur auf X invariant lassen.

n) spezielle orthogonale Gruppe in n Dimensionen

n) spezielle unitdre Gruppe in n (komplexen) Dimensionen

su(n) Liealgebra zu SU(n).

T Darstellung einer Symmetrietransformation auf PH

T Darstellung einer Symmetrietransformation auf S*/U (1) = PH

T Verallgemeinerte Symmetrietransformation zwischen Kreisen

U(n) unitdre Gruppe in n Dimensionen

vV, W meist Vektorraum, Teil 2: Vektorbiindel

Vect(RP?) Gruppe der Aquivalenzklassen isomorpher C-Geradenbiindel iiber R P?
[zo : - : 2,] homogene Koordinaten in P, (K)

Zy multiplikative Gruppe mit zwei Elementen Z, = {+1, —1}

Zmod2  additive Gruppe mit zwei Elementen Z mod 2 = Z/27 = {0, 1};

bildet einen Korper; ist als Gruppe aber isomorph zu Z,.

Griechisches Alphabet.
a, 3,7, ... meist Elemente eines Korpers, Funktionen
o (komplex) konjugiertes Element zu o
|| Betrag der Zahl o € K
r(v) Menge der Schnitte tiber einem Biindel V.
(K3), Differential der Abbildung 3.
P Ortswellenfunktionen
[#, 6] Aquivalenzklasse der Antipoden auf der Sphére, ausgedriickt durch Azimut- und Po-
larwinkel.

Relationen und Konjunktionen.

& Skalarprodukt auf H

A~ B A ist homdomorph zu B

A~B A ist isomorph zu B

AXB verdrehtes Produkt von A und B; Gesamtraum eines nichttrivialen assoziierten Vek-

torbtindels
a®b Produkt zwischen Strahlen, auch als Wahrscheinlichkeitsabbildung bezeichnet
avb Gerade, die durch die Punkte a und b festgelegt ist
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