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Einleitung

Die projektive Geometrie ist ein Teilgebiet der Mathematik, deren Anwendbarkeit auf die Physik
während des Physikstudiums wenn überhaupt nur am Rande erwähnt wird. Dabei ist es gerade
der enge Zusammenhang zwischen der projektive Geometrie und dem Raum der Zustände, der
in der Quantenmechanik so fundamentale Sätze wie das Wigner-Theorem (vgl. Teil 1) zur Folge
hat. Auch bei der Untersuchung des Spin-Statistik-Zusammenhangs spielt die projektive Geo-
metrie eine wichtige Rolle. Ein weiteres wichtiges Ergebnis, dessen Beziehung zur projektiven
Geometrie wir in Teil 2 der Arbeit beleuchten, ist nämlich die Fermi-Bose-Alternative.

Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich mit zwei Teilgebieten der Quantenmechanik, in denen
die projektive Geometrie von grundlegender Bedeutung ist. Das erste Gebiet ist die Realisierung
von Symmetrien. Hier wird der projektive Charakter des Zustandsraums analysiert. Es werden
die Konsequenzen für die Realisierung von Symmetrien auf dem linearen Hilbertraum der Re-
präsentanten von Zuständen aufgezeigt. Zwei wesentliche Ergebnisse des ersten Teils sind eine
hinreichende Bedingung für das Verschwinden projektiver Phasen, die bei solchen Realisierungen
durchaus auftreten können, sowie ein kurzer und geometrisch anschaulicher Beweis des Wigner-
Theorems, der den Hauptsatz der projektiven Geometrie ausnutzt.

Im zweiten Teil der Arbeit geht es um die Geometrie der Beschreibung von identischen Teilchen,
dort tritt die projektive Geometrie zwar auf ganz andere aber dennoch sehr konkrete Weise in
Erscheinung. Der Konfigurationsraum zweier identischer Teilchen ist nämlich gerade die reelle
projektive Ebene. Wir werden zeigen, wie aus dieser Tatsache bereits die Fermi-Bose-Alternative
folgt. Desweiteren werden wir die Geometrie für die Darstellung der SUp2q auf den Hilberträu-
men zu Bose- bzw. Fermi-Statistik entwickeln.

Für eine detailliertere Einführung in die jeweiligen Themengebiete sei auf die Motivation jeweils
zu Anfang eines Teils hingewiesen.
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Teil 1

Der projektive Hilbertraum und die
Realisierung von Symmetrien





Motivation

In diesem ersten Teil der Diplomarbeit geht es um die Realisierung von Symmetrien (Gruppen-
wirkungen) auf dem Raum der quantenmechanischen Zustände und um ihren Zusammenhang
mit der projektiven Geometrie. Zentral bei der Realisierung von Symmetrien ist dabei das bereits
1931 von Eugen Wigner vorgestellte und bewiesene Theorem, das besagt, dass beliebige Symme-
trietransformationen, also Transformationen von Zuständen, die die Übergangswahrscheinlich-
keit zwischen den Zuständen respektieren, auf H als unitäre oder antiunitäre Operatoren darge-
stellt werden können [Wig31]. Der Orginalbeweis von Wigner wurde in den letzten 75 Jahren na-
türlich vielfach wiederholt, und die kleine Lücke, die der Beweis von 1931 aufweist, wurde mehr
als einmal geschlossen [Bar64],[Wei95b]. Es ist nun auch schon seit längerem die Beziehung die-
ses Beweises zur projektiven Geometrie bekannt [Uhl62],[LM63]. Allerdings gehen die meisten
Beweise einen konstruktiven Weg über bestimmte Äquivalenzklassen in H, die nicht immer Zu-
ständen entsprechen (vgl. [Bar64]) und machen den deduktiven Weg über die Strukturgruppen
der zu Grunde liegenden Räume nicht sehr deutlich. Ich werde in meiner Arbeit diese Rolle der
Strukturgruppen betonen und stelle dabei den bekannten Beweisen des Wigner-Theorems einen
Beweis gegenüber, der auf einer Analyse der Gruppe der quasiunitären Abbildungen, der Symme-
trietransformationen, bzw. der Strukturgruppe des projektiven Hilbertraumes beruht. Wir werden im
verlaufe dieser Arbeit verstehen, dass es sich bei diesen drei Begriffen um ein und die selbe Sache
handelt.

In Kapitel I dieses ersten Teils werden wir eine Einführung in die Grundlagen der projektiven
Geometrie geben. Die Begriffe, die dort entwickelt werden, sind wesentlich für die gesamte Ar-
beit. Im zweiten Kapitel werden wir die Struktur des der Quantenmechanik zu Grunde liegenden
Zustandsraums, des projektiven Hilbertraums beleuchten. Einige Konsequenzen aus dieser Struk-
tur für die Realisierung von Symmetrien (wie das Auftreten von projektiven Phasen) werden in Ka-
pitel III behandelt. Kapitel IV und V widmen wir dann zwei “klassischen” Beweisen des Wigner-
Theorems und dem Vegleich dieser Beweise mit einem Beweis des Hauptsatzes der projektiven
Geometrie [Art57]. Im letzten Kapitel VI dieses ersten Teils werden wir dann klar stellen, dass
das Wigner-Theorem letztlich eine Verallgemeinerung des Hauptsatzes der projektiven Geome-
trie auf projektive Hilberträume ist. Wie bereits erwähnt, wird diese Feststellung dabei durch
die Analyse der Strukturgruppe des projektiven Hilbertraums PH, die Gruppe der quasiunitär-
en Kollineationen, motiviert. Dass diese Gruppe gerade die Symmetrietransformationen auf PH
sind, ist von zentraler Bedeutung für diese Arbeit.
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KAPITEL I

Die projektive Geometrie und ihr Hauptsatz

Dieses erste Kapitel dient der Einführung der grundlegenden mathematischen Begriffe sowie
dem Beweis und dem geometrischen Verständnis des Hauptsatzes der projektiven Geometrie.
Wir orientieren uns dabei zu weiten Teilen an der Darstellung des Themengebietes in dem Buch
von Gerd Fischer [Fis92], der bei dem Beweis des Hauptsatzes auf den Beweis von Emil Artin
[Art57] zurückgreift. Für ein mehr anschauliches und analytisches Verständnis der projektiven
Geometrie sei aber auch auf die richtungsweisende Arbeit von Felix Klein [Kle25] hingewiesen.

Nach der Definition der grundlegenden Begriffe, die in verschiedenen Beispielen im ersten Ab-
schnitt veranschaulicht werden, geben wir im zweiten Abschnitt einen geometrischen Beweis des
Hauptsatzes der projektiven Geometrie für die reelle projektive Ebene P2 pRq � RP 2 wieder, der
auf eine Konstruktion von August Ferdinand Möbius zurückgeht. Im dritten Abschnitt beweisen
wir schließlich den Hauptsatz der projektiven Geometrie für projektive Räume beliebiger, end-
licher Dimension, indem wir in vielen Zeichnungen und mit Hilfe geometrischer Überlegungen
den algebraischen Beweis von Emil Artin [Art57] beleuchten. Im letzten Abschnitt machen wir
dann noch einige Bemerkungen zu der Strukturgruppe projektiver Räume. Auf die Begriffe, die
in diesem Kapitel entwickelt werden, wird in den folgenden Kapiteln, vor allem bei der Erläute-
rung des Zusammenhangs zur Quantenmechanik immer wieder zurückgegriffen.

1. Grundlegende Definitionen

Sei V ein Vektorraum über dem Körper K. Dann wird durch

(1) v � w ô Dλ P K� : v � λw pv, w P V q
eine Äquivalenzrelation auf V definiert. Den Quotientenraum PV :� pV z t0uq { � nennt man den
projektiven Raum zu V .1

DEFINITION I.1 (Projektiver Raum). Sei V ein K-Vektorraum, dann nennt man die Menge aller
Ursprungsgeraden in V den projektiven Raum zu V :

PV � trvs : v P V u .
Auf natürliche Weise ist dann

dimPV � dimV � 1 .

Wir bezeichnen, wie in der projektiven Geometrie üblich, die Äquivalenzklassen

rvs �  
v1 P V : v1 � λv, λ P K�(

der Relation (1) als Strahlen. Dieser Begriff ist etwas vielleicht etwas irreführend, da man mit
Strahlen in der elementaren Geometrie Linien mit festem Anfangs und ohne Endpunkt meint.

1K� bezeichnet die Einheitengruppe zu K. Das sind all die Elemente in K, die ein multiplikatives Inverses besitzen. Da K
ein Körper ist, ist sie gleich dem Körper ohne die Null.
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14 I. DIE PROJEKTIVE GEOMETRIE UND IHR HAUPTSATZ

In der projektiven Geometrie ist diese Nomenklatur aber üblich, und so werrden wir die obigen
Äquivalenzklassen, also die Ursprungsgeraden (ohne den Nullpunkt), als Strahlen bezeichnen.
Auf der anderen Seite ist die Interpretation als Ursprungsgerade, wie wir gleich in Abschnitt 1.1
sehen werden, nicht ausgezeichnet. Strahlen haben viele mathematische “Gesichter”. Sie sind ein-
dimensionale Unterräume, Äquivalenzklassen einer bestimmten Relation aber auch Orbits einer
Gruppe, hier z.B. der multiplikativen Gruppe K� auf V , insbesondere sind sie aber Punkte des
projektiven Raumes.

Nun definiert offensichtlich jeder Vektor v � 0 in V in eindeutiger Weise einen Strahl in PV , und
wie oben gesehen entspricht jedem Strahl eine ganze Äquivalenzklasse von Vektoren in V . Wir
haben also eine kanonische, surjektive Abbildung

π : V z t0u Ñ PV ,

die wir Zentralprojektion oder kurz Projektion nennen.

Hat man eine Basis des Vektorraums V vorgegeben, wie z.B. im Fall V � Rn�1 die kanonische Ba-
sis, so lassen sich so genannte homogene Koordinaten einführen. Wir schreiben für den projektiven
Punkt x � rxs P P �

Rn�1
� � Pn pRq, der durch den Vektor x P Rn�1 bestimmt wird:2

x � rx0 : x1 : � � � : xns .
Auf ihn wird die gesamte Ursprungsgerade durch den Punkt x � px0, x1, . . . , xnq P Rn�1 proji-
ziert. Da es zum Nullvektor 0 P V keinen Strahl in PV gibt, können die homogenen Koordinaten
eines projektiven Punktes offensichtlich nicht alle gleichzeitig verschwinden.

1.1. Geometrische Struktur projektiver Räume. Bevor wir uns mit den Eigenschaften pro-
jektiver Punkte und den projektiven Abbildungen beschäftigen, wollen wir uns eine Idee vom
Aussehen projektiver Räume machen. Wir betrachten dazu die oben definierte Zentralprojektion
π : V Ñ PV etwas genauer. Der Anschaulichkeit wegen legen wir zunächst den reellen Vektor-
raum Rn�1 zu Grunde. Es ist also

π : Rn�1 Ñ Pn pRq
eine surjektive Abbildung. Die Faser eines Punktes a P Pn pRq, d.h. die Menge aller Punkte a1 P
Rn�1, die unter π auf a abgebildet werden, ist, wie wir bereits wissen, eine Ursprungsgerade
deren Richtung durch einen Vektor a P π�1 paq � Rn�1 festgelegt ist:3

π�1 paq �  
a1 P Rn�1 : a1 � λa, λ P R�( .

Nun bleibt π surjektiv, wenn wir sie auf die Einheitssphäre Sn � Rn�1 einschränken

π
��
Sn

: Sn Ñ Pn pRq .
Die Faser des Punktes a P Pn pRq wird dadurch natürlich auch eingeschränkt, denn für die Urbil-
der muss nun }a} � 1 gelten, und somit ist:�

π
��
Sn

��1 paq �  
a1 P Rn�1 : a1 � λa, λ P t�1,�1u , }a} � 1

(
.

2In der Literatur findet man, insbesondere für n � 2, häufig auch die Notation RP n � Pn pRq.
3Wir wollen hier bei der Einführung in die projektive Geometrie die projektiven Punkte a P Pn pRq klar von den Ur-
sprungsgeraden π�1 paq � Rn�1 trennen, werden später aber durchaus Schreibweisen wie a P a zulassen, gemeint ist
dann immer ein so genannter Repräsentant a P π�1 paq � Rn�1; mit π : Rn�1 Ñ Pn pRq der entsprechenden Zentral-
projektion.



1. GRUNDLEGENDE DEFINITIONEN 15

Wir können aus π also eine bijektive Abbildung machen, indem wir auf der Sn die Antipodent�a,�au identifizieren. Wir schreiben4 S̄n � Sn{ t�1,�1u � Sn{Z2, und erhalten den Homöo-
morphismus:

π
��
S̄n

: S̄n Ñ Pn pRq .
Der reelle projektive Raum Pn pRq ist demnach homöomorph zu Sn{Z2:

Pn pRq � Sn{Z2 .

Durch diese Konstruktion wird, neben der nicht trivialen topologischen Struktur projektiver Räu-
me, auch die Korrespondenz zwischen den Punkten des projektiven Raums Pn pRq und den nor-
mierten Vektoren des zugehörigen Vektorraums Rn�1 sichtbar.

BEISPIEL. Ein bekanntes Beispiel für einen reellen projektiven Raum istP3 pRq � SOp3q, die Dreh-
gruppe in 3 Dimensionen. Bekanntermaßen ist schließlich

0 Ñ Z2 Ñ SUp2q Ñ SOp3q Ñ 0

eine kurze exakte Sequenz von Gruppen,5 und demnach:

SOp3q � SUp2q {Z2 � S3{Z2 � P3 pRq .
Wir wollen nun die obige Konstruktion auf den komplexen Vektorraum Cn�1 übertragen.

Es sei also:
π : Cn�1 Ñ Pn pCq

die zu betrachtende Projektion. Die Faser eines Punktes a P Pn pCq ist dann:

π�1 paq �  
a1 P Cn�1 : a1 � λa, λ P C�(

mit einem beliebigen Repräsentanten a P π�1 paq. Das ist ein C�-Orbit auf Cn�1.

Analog zu der Vorgehensweise oben wollen wir den Definitionsbereich von π auch im komplexen
Fall so einschränken, dass wir eine bijektive Abbildung (Homöomorphismus) erhalten. Nun ist
S2n�1 � R2n�2 � Cn�1, das heißt wir können die S2n�1 in den Cn�1 einbetten; wir schreiben
a P Cn�1 in der kanonischen Basis a � pa0, � � � , anq und erhalten:

S2n�1 � !
a P Cn�1 : |a0|2 � � � � � |an|2 � 1

)
,

also die Menge der normierten Vektoren des Cn�1. Die Einschränkung

π
��
S2n�1 : S2n�1 Ñ Pn pCq

liefert die Faser: �
π
��
S2n�1

��1 paq �  
a1 P Cn�1 : a1 � λa, |λ| � 1, }a} � 1

(
.

4Die multiplikative Gruppe Z2 � t�1,�1u ist über

1 ÞÑ 0�1 ÞÑ 1

isomorph zu der additiven Gruppe Z mod 2 � Z{2Z � t0, 1u, die aber im Gegensatz zu Z2 auch einen Körper bildet.
5Diese kurze exakte Sequenz bringt zum Ausdruck, dass SUp2q eine Überlagerungsgruppe von SOp3q ist. Da die Parame-
termannigfaltigkeit S3 der Liegruppe SUp2q einfach zusammenhängend ist, ist SUp2q sogar die universelle Überlagerung
von SOp3q. Man liest demnach ab, dass Z2 � t�1,�1u isomorph zur ersten Fundamentalgruppe π1pSOp3qq ist, die
Liegruppe SOp3q ist also zweifach zusammenhängend.



16 I. DIE PROJEKTIVE GEOMETRIE UND IHR HAUPTSATZ

Um nun auch hier eine Bijektion zu erhalten, müssen wir nicht nur Antipoden, sondern alle
Vektoren, die sich um einen Phasenfaktor λ P Up1q unterscheiden, identifizieren.6 Wir schreiben
S̃2n � S2n�1{Up1q und erhalten wieder einen Homöomorphismus:

π
��
S̃2n : S̃2n Ñ Pn pCq ,

und somit
Pn pCq � S2n�1{Up1q .

Was bei der Verallgemeinerung auf einen komplexen Vektorraum (im Vergleich zum Reellen) hin-
zu kommt, ist also, dass Elemente, die sich in Cn�1 nur um einen Phasenfaktor λ P U p1q unter-
scheiden, in Pn pCq nicht unterschieden werden. Es reicht aber offensichtlich auch im Komplexen
aus, die normierten Vektoren in Cn�1 zu betrachten.

1.2. Eigenschaften projektiver Punkte. Nachdem wir nun eine gewisse geometrische Vor-
stellung davon haben, wie ein projektiver Raum aussieht, wollen wir uns mit den Eigenschaften
beschäftigen, die man Strahlen oder projektiven Punkten zuweisen kann.

DEFINITION I.2 (projektive Unabhängigkeit). Sei I eine abzählbare Indexmenge. Eine Menge
von projektiven Punkten tviuiPI , vi P PV heißt projektiv unabhängig, falls es in V ein System
linear unabhängiger Vektoren tviuiPI gibt, sodass

vi P vi @i P I .
Ein System von Strahlen, das nicht projektiv unabhängig ist, heißt projektiv abhängig.

BEMERKUNG. Ist ein System projektiv unabhängiger Strahlen tviuiPI gegeben, so ist natürlich
jedes System tviuiPI mit vi P vi linear unabhängig.

DEFINITION I.3 (projektive Basis). In einem projektiven Raum PV der Dimension dimPV � n

bilden n � 2 projektive Punkte genau dann eine projektive Basis, wenn jeweils n � 1 von ihnen
projektiv unabhängig sind.

BEMERKUNG. So wie die Vektorraum-Basen in der linearen Algebra eine lineare Abbildung ein-
deutig festlegen, und in der affinen Geometrie eine affine Abbildung durch das Bild einer affinen
Basis bestimmt ist, legt die projektive Basis, wie wir später noch sehen werden, die strukturerhal-
tenden Abbildungen der projektiven Geometrie, die projektiven Abbildungen, eindeutig fest.

Zwei Strahlen v,w P PV sind immer entweder projektiv unabhängig oder gleich. Im ersten Fall
legen beide zusammen eine projektive Gerade in PV fest, die wir mit v _ w bezeichnen. In V

entspricht dieser projektiven Geraden die Ebene:7

v _w � tv � w : v P v, w P wu .
Wir verwenden hierfür auch oft den Begriff Bündelebene. Diese Namensgebung sollte in folgen-
dem Besispiel anschaulich werden.

6Die Up1q-Orbits auf der Menge der normierten Vektoren sind natürlich den C�-Orbits auf der selben Menge gleich.
7Wie bereits oben angesprochen, unterdrücken wir hier und im Folgenden die Angabe der Zentralprojektion π. Die selbe
Gleichung mit Angabe der Zentralprojektion würde lauten:

v _w � π
� 

v � w : v P π�1 pvq , w P π�1 pwq(� .
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BEISPIEL. In zwei projektiven Dimensionen können wir uns das Wesen projektiver Räume und
Geraden anhand der Abbildung 1 verdeutlichen. Nehmen wir als Vektorraum den R3 mit Koordi-
naten px, y, zq, dann hat jede Ursprungsgerade a � ra : b : cs des R3 genau einen Durchstoßpunkt
durch eine zur px, yq-Ebene parallele Ebene, nehmen wir o.B.d.A. die Ebene z � 1. Eine Ausnah-
me bilden die Ursprungsgeraden, die in der pz � 0q-Ebene liegen, sie haben keinen gemeinsamen
Punkt mit der Ebene z � 1. Nehmen wir uns nun aber einen Strahl (=Bündelgerade) ra : b : cs, der
einen gemeinsamen Punkt mit der pz � 1q-Ebene hat, und nähern wir uns mit diesem Strahl der
Ebene z � 0 (also c Ñ 0), so wird die entsprechende Bündelgerade offensichtlich immer flacher
und der Durchstoßpunkt auf der pz � 1q-Ebene E entflieht ins Unendliche. Wegen dieser Eigen-
schaft wird hier die px, yq-Ebene auch als Fluchtebene oder - projektiv gesprochen - “unendlich
ferne Gerade” bezeichnet. Damit haben wir eine Interpretation für die Ursprungsgeraden, die in
der Ebene z � 0 liegen, sie entsprechen gerade den unendlich fernen Punkten der Kartenebene
E.

x

y

z

E

z = 1
v

w

g

ABBILDUNG 1. Kartenebene E und projektive Gerade g

Auch die projektiven Geraden erhalten hier eine gewisse Anschaulichkeit. Zumindest im Endli-
chen können wir sie als die Schnittgeraden der durch zwei projektiv unabhängige Punkte aufge-
spannten Bündelebene mit der (frei gewählten) EbeneE betrachten (siehe noch einmal Abbildung
1). Zu bemerken ist dabei noch, dass die Wahl der Ebene E festlegt, was wir unter der “unendlich
fernen Geraden” verstehen. Die projektiven Punkte der “unendlich fernen Gerade zu E” sind im-
mer genau die Strahlen, die in der zu E parallelen Ebene durch den Ursprung liegen. Wählen wir
für E also beispielsweise die Ebene x � 1, so ist die unendlich ferne Gerade durch die Fluchtebe-
ne x � 0 festgelegt. Was wir also konkret als die “unendlich ferne Gerade” bezeichnen ist reine
Konvention und hängt insbesondere von der Wahl der Ebene E ab. Im Projektiven gibt es den
Begriff des Unendlichen also eigentlich gar nicht. Was die Fluchtebene z � 0 zur “unendlich fer-
nen Gerade” macht ist lediglich unsere affine Beschreibungsweise. Nichts desto trotz ermöglicht
uns dieses affine Bild der projektiven Ebene eine gewisse geometrische Anschauung, die auch die
folgende Definition verständlicher macht.8

8Ein konkretes Beispiel für die Anwendung der hier vorgestellten Sichtweise, ist die Konstruktion eines differenzierbaren
Atlas für die projektive Ebene P2 pRq � RP 2, den wir aber erst im zweiten Teil der vorliegenden Arbeit benötigen (vgl.
Abschnitt VII.3).



18 I. DIE PROJEKTIVE GEOMETRIE UND IHR HAUPTSATZ

DEFINITION I.4 (kollinear). Drei oder mehr verschiedene projektive Punkte v1, . . . ,vn P PV ,
die auf der selben projektiven Geraden liegen, heißen kollinear. Es gilt dann offensichtlich

vi _ vj � vk _ vl @i, j, k, l P t1, . . . , nu .
1.3. Abbildungen zwischen projektiven Räumen.

DEFINITION I.5 (Kollineation). Eine bijektive Abbildung K : PV Ñ PW heißt Kollineation,
falls sie kollineare Punkte auf kollineare Punkte abbildet, d.h.

K pv _wq � Kv _Kw @v,w P PV .
BEMERKUNG I.6. Die Umkehrung K�1 einer Kollineation K ist wieder eine Kollineation.
Wegen der Surjektivität von K kann man beliebige Strahlen v1 P PW schreiben als:

v1 � Kv

mit einem v P PV . Seien also o.B.d.A. v1 und w1 die Bilder von v und w unter K, dann gilt:

K�1
�
v1 _w1� � K�1 pKv _Kwq � K�1K pv _wq � v _w � K�1v1 _K�1w1 .

DEFINITION I.7 (projektive Abbildung). Eine Abbildung P : PV Ñ PW heißt projektiv, falls es
eine lineare Abbildung L : V ÑW gibt, sodass das folgende Diagramm kommutiert:

V

π
����

L //____ W

π
����

PV
P // PW

das heißt:

P rvs � rLvs .
Wir nennen in diesem Fall die Abbildung L kompatibel zu P.
Ist speziell dimPV � dimPW und die Abbildung P : PV Ñ PW zusätzlich bijektiv, so nennt
man P eine Projektivität.

Falls der den betrachteten Vektorräumen zu Grunde liegende Körper K andere Körperautomor-
phismen außer der Identität zulässt, so wird aus linearen Abbildung L in der obigen Definition
eine bis auf Körperautomorphismus lineare Abbildung. Für uns besonders wichtig ist der Spezialfall
K � C. Auf C gibt es nun zwei Körperautomorphismen, die Identität und die komplexe Konju-
gation, d.h. auf C tauchen neben den linearen auch antilineare Abbildungen auf. Wir fassen hier
und im Folgenden diese Begriffe unter dem Oberbegriff Semilinearität zusammen:

DEFINITION I.8 (semilinear). Sei K ein Körper mit Körperautomorphismus σ : K Ñ K, seien
ferner V und W Vektorräume über K. Dann nennt man eine Abbildung S : V ÑW genau dann
semilinear, falls

S pαv � βwq � σ pαqSv � σ pβqSw @v, w P V, @α, β P K .

Im Falle K � C nennen wir S linear, falls σ � id und antilinear, falls σ � id.

Damit haben wir dann auch die folgende Verallgemeinerung der projektiven Abbildung:
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DEFINITION I.9 (semiprojektive Abbildung). Eine Abbildung S : PV Ñ PW heißt semiprojektiv,
falls es eine semilineare Abbildung S : V ÑW gibt, sodass das folgende Diagramm kommutiert

V

π
����

S //____ W

π
����

PV
S // PW

das heißt

S rvs � rSvs .
Ist S : PV Ñ PW bijektiv, so heißt S eine Semiprojektivität. Insbeondere gilt in diesem Fall
natürlich auch dimPV � dimPW .

BEMERKUNG. Da die Identität id : K Ñ K ein Körperautomorphismus ist, ist jede lineare Abbil-
dung natürlich auch semilinear und damit jede Projektivität natürlich auch eine Semiprojektivität.

Den beiden letzten Definitionen zu Folge liegt einer Semiprojektivität also eine semilineare Ab-
bildung zu Grunde. Demnach respektieren Semiprojektivitäten also beliebige Unterräume in den
entsprechenden Vektorräumen. Insbesondere werden die durch Strahlen aufgespannten Bündele-
benen auf Bündelebenen abgebildet. Im projektiven Sinne entsprechen diesen Bündelebenen, wie
oben bereits diskutiert, projektive Geraden, die dann auch ihre Gestalt unter einer Semiprojek-
tivität nicht ändern. Es werden unter Semiprojektivitäten also projektive Geraden auf projektive
Geraden abgebildet, und wir erhalten folgende

FESTSTELLUNG I.10. Jede Semiprojektivität ist auch eine stetige Kollineation.

Die Umkehrung dieser Feststellung ist alles andere als trivial. Sie ist Gegenstand des Hauptsatzes
der projektiven Geometrie, mit dessen Beweis wir uns in den Folgenden Abschnitten beschäfti-
gen.

2. Der Hauptsatz in der Projektiven Ebene

Der Hauptsatz der projektiven Geometrie bildet die Umkehrung der Feststellung I.10. Um eine
geometrische Anschauung zu erlangen beweisen wir den Satz aber zunächst nur für die reelle
projektive Ebene.

THEOREM I.11 (Hauptsatz der projektiven Geometrie für die reelle projektive Ebene). Jede stetige
Kollineation zwischen reellen, projektiven Ebenen, d.h. jede stetige, bijektive Abbildung, die projektive
Geraden auf projektive Geraden abbildet, ist eine Projektivität.

Wir orientieren unsere Ausführungen an einem auf Möbius zurückgehenden Beweis, wie er bei-
spielsweise von Felix Klein in [Kle25, S. 96 ff] präsentiert wird.

BEWEIS. Die Idee des Beweises ist wie folgt. Entnehmen wir dem Definitionsbereich einer
Kollineation K die vier Punkte einer projektiven Basis tv1,v2,v3,v4u, bezeichne fernertKv1,Kv2,Kv3,Kv4u die entsprechenden Bildpunkte. Dann zeigen wir unter (i), dass es zu die-
sen vier Punkten eine Projektivität P mit den selben Bildpunkten gibt,
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d.h. tPv1,Pv2,Pv3,Pv4u � tKv1,Kv2,Kv3,Kv4u.9 Unter (ii) zeigen wir dann, dass es zu die-
sen vier Punkt-Bildpunkt-Paaren genau eine stetige Kollineation gibt. Der Beweis schließt dann
mit der Feststellung I.10, dass jede Projektivität eine stetige Kollineation ist. Das bedeutet, dass
die unter (ii) eindeutig festgelegte Kollineation die Projektivität sein muss, deren Existenz unter
(i) gezeigt wurde.10

(i) Eine Projektivität zwischen zwei projektiven Ebenen wird durch 8 Konstanten eindeu-
tig festgelegt. Sei nämlich P : PV Ñ PW eine Projektivität mit

Pv � rLvs
und L : V Ñ W einer linearen Abbildung. Mit Lv P W sind dann auch alle skalaren
Vielfache λLv PW Elemente der Bildmenge Pv zu v � rvs. Die 9 Parameter der linearen
Abbildung L : V Ñ W kann man also durch die Freiheit in λ reduzieren. Im wesentli-
chen darf man einen der 9 Parameter auf eine beliebige Konstante festlegen; man kann
dann die anderen acht Parameter immernoch so anpassen, dass man in jedem Fall eine
zu P kompatible, lineare Abbildung L1 erhält.

Nehmen wir nun eine Kollineation und jeweils einen projektiven Punkt der Urbild-
bzw. Bildebene, dann entspricht das 2 Bedingungen an die 8 Freiheitsgrade der ge-
suchten Projektivität. Schließlich sind nur die Verhältnisse der jeweils drei homogenen
Koordinaten festgelegt: Seien v � rx : y : zs und Pv � rx1 : y1 : z1s, dann sind die bei-
den projektiven Punkte v und Pv durch die Verhältnisse

 
x
z ,

y
z

(
bzw.

!
x1
z1 , y1z1) eindeutig

bestimmt. Sei beispielsweise

pLq �
��� 1 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

��
eine Matrixdarstellung einer zu P kompatiblen linearen Abbildung, dann sind die bei-
den Bedingungen, die aus dem Punkt-Bildpunkt-Paar an die acht freien Parameter fol-
gen:

x1
z1 � x� a12y � a13z

a31x� a32y � a33z
und

y1
z1 � a21x� a22y � a23z

a31x� a32y � a33z
.

Wir brauchen also genau vier Punkt-Bildpunkt-Paare um eine Projektivität durch die
daraus erwachsenden 4 �2 � 8 Bedingungen festzulegen. Die vier abzubildenden Punk-
te müssen dabei eine projektive Basis bilden, damit daraus wirklich 8 unabhängige Be-
dingungen erwachsen. Entnehmen wir also einer Kollineation die vier Punkte einer pro-
jektiven Basis aus der Urbildebene und das entsprechende Bildquadrupel, dann wird
durch die daraus entstehenden 8 Bedingungen eine Projektivität zwischen den Ebenen
eindeutig festgelegt.

(ii) Nehmen wir nun die vier Punkte samt Bildpunkten, so gibt es genau eine stetige Kol-
lineation, die diese 8 Punkte aufeinander abbildet. Um dies zu zeigen verwenden wir

9Dass diese Projektivität durch diese Punkte sogar eindeutig festliegt, hat für die hier gegebene Argumentation keine
Relevanz.
10Anhand eines kleinen Beispiels wird die Schlussweise des Beweises von Möbius sehr deutlich.
Der griechische Salat:
Aussage (i): Es gibt eine Olive mit Kern in dem Salat.
Aussage (ii): Es gibt genau eine Olive in dem Salat.
Schluss: Alle Oliven in dem Salat haben einen Kern.
Die Oliven in dem Salat entsprechen dabei den Kollineationen und diejenigen mit Kern den Projektivitäten.
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eine Konstruktion von Möbius, der die Eigenschaften von Kollineationen (Bijektivität
und Geradlinigkeit) ausnutzt um aus diesen vier Punkten die Bilder und Urbilder aller
Punkte zu konstruieren (siehe Abbildungen 2 (a) und (b)).

Durch das Verbinden der vier Ausgangspunkte  entstehen Geraden, die unter
einer Kollineation auf Geraden abgebildet werden. Diese Verbindungsgeraden haben
in jedem Fall Schnittpunkte � innerhalb der projektiven Ebene, die nicht mit den vier
Ausgangspunkten identisch sind, und somit neue Geraden definieren, die wieder neue
Schnittpunkte haben, und so fort. Wie man sofort einsieht, kann man die Konstruktion
mit nur drei Punkten nicht durchführen. Da nun unter einer Kollineation Geraden auf
Geraden abgebildet werden, ist das Bild des Schnittpunktes zweier Geraden natürlich
der Schnittpunkt der Bildgeraden, in Zeichen:

Sei
p :� pq_ rq X ps_ tq ,

der Schnittpunkt zwei beliebiger Geraden pq_ rq � ps_ tq in der Urbildebene, dann
ist offensichtlich

Kp P K pq_ rq und Kp P K ps_ tq
und somit

Kp P pK pq_ rqq X pK ps_ tqq .
Da aber die Bilder auch Geraden sind (K pq_ rq � Kq_Kr, K ps_ tq � Ks_Kt)

enthält diese Schnittmenge genau einen Punkt, nämlich ihren Schnittpunkt:11

Kp � pKq_Krq X pKs_Ktq .
Als nächstes zeigen wir, dass die Menge der Schnittpunkte, die wir durch die Kon-

struktion von Möbius erhalten, dicht in der Ebene liegt. Das bedeutet zu jedem Punkt
der Ebene muss es einen Schnittpunkt geben, der innerhalb einer beliebigen ε-Umgebung
dieses Punktes liegt. Wir geben dazu zwei Alternativen an: Zunächst stellt man fest, dass beliebige Punkte der Ebene in ein Dreieck aus Ver-

bindungsgeraden eingeschlossen werden können. Da wir bei der Konstruktion von
Möbius mit einer projektiven Basis gestartet sind, und bei der Konstruktion nur
neue Schnittpunkte hinzugefügt haben, gibt es in jedem Fall einen weiteren Punkt
außerhalb des Dreiecks, der mit den drei Eckpunkten eine projektive Basis bildet.
Durch Verbindungsgeraden dieser Punkte lässt sich das Dreieck nun in sechs klei-
nere Dreiecke teilen (siehe Abbildung 2 (c)), von denen mindestens eines den ge-
suchten Punkt ` enthält. Die Eckpunkte des neuen Dreiecks liegen nun näher an
dem gesuchten Punkt als die des ursprünglichen. Man kann die Iteration mit die-
sem Dreieck fortfahren, und auf diese Weise in irgendeinem Iterationsschritt jede
beliebige aber feste Epsilonumgebung unterschreiten. Einfacher wird die Betrachtung, wenn man zu Anfang wie in Abbildung 2 (d) eine
spezielle projektive Basis wählt. Man kann dann jedem Punkt innerhalb des in-
itialen Rechtecks durch Intervallhalbierung beliebig nahe kommen. Die parallelen
Seiten des Rechtecks schneiden sich im Unendlichen, den zweiten Punkt, der die
nächsten Geraden festlegt erhält man als Schnittpunkt der Diagonalen. So kann

11Dass tatsächlich K pq_ rq � K ps_ tq folgt aus der Bijektivität von K.
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man das initiale Rechteck in vier gleichgroße Rechtecke teilen und entscheiden in
welchem dieser Rechtecke der gesuchte Punkt liegt. Man kommt durch Iteration
dieses Verfahrens offensichtlich einem beliebigen Punkt ` innerhalb des Rechtecks
beliebig nahe. Liegt der gesuchte Punkt außerhalb des initialen Rechtecks, wie in
Abbildung 2 (e), so kann man das initiale Rechteck in beliebige Richtungen fortset-
zen und sobald man ein Rechteck hat, das den Punkt enthält, die oben beschriebene
Intervallhalbierung anwenden.

Die Schnittpunktmenge des Möbiusnetzes liegt also (unabhängig von der gewählten
projektiven Basis) dicht in der projektiven Ebene. Der Analysis zu Folge ist eine stetige
Abbildung aber bereits dann eindeutig festgelegt, wenn sie auf einer dichten Teilmenge
der Urbildmenge eindeutig festgelegt ist.

Nach der Konstruktion in (ii) ist eine stetige Kollineation zwischen zwei projektiven Ebenen also
durch die Angabe einer projektiven Basis und ihres Bildes eindeutig festgelegt. Wir schließen den
Beweis, wie oben bereits bemerkt, mit der Feststellung I.10, dass jede Projektivität eine Kollinea-
tion ist. Demnach muss die durch die projektiven Basen eindeutig festgelegte Kollineation die
Projektivität sein, deren Existenz unter (i) gezeigt wurde.

�
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Verallgemeinerung der Konstruktion von Möbius. Bevor wir den Hauptsatz der projek-
tiven Geometrie in seiner allgemeinen Form beweisen, wollen wir noch bemerken, dass man
die Konstruktion von Möbius auch auf endlichdimensionale projektive Räume verallgemeinern
kann. Der Anschaulichkeit halber stellen wir bei der konkreten Ausführung dieser Verallgemei-
nerung der Konstruktion für n Dimensionen die für dim pPV q � 3 gegenüber.

Verallgemeinerung für drei projektive
Dimensionen

In drei Dimensionen entnehmen wir der
initialen Kollineation also fünf Punkte von
denen jeweils 4 ein Tetraeder, also einen
3-Simplex aufspannen. Das heißt diese 5
Punkte bilden eine projektive Basis. Wir
wählen die Punkte als Eckpunkte eines
Quaders (siehe Abbildung 2 (f)), natürlich
dürfen dabei höchstens drei der initialen 4
Punkte  in einer Ebene liegen. Die rest-
lichen Kanten des Quaders (rot gezeich-
net) erhalten wir durch das Verbinden der
initialen Punkte mit den drei Durchstoß-
punkten der initialen Geraden (schwarz)
durch die “unendlich ferne” projektive Ebe-
ne, die wir bereits durch die Wahl der Ko-
ordinaten festgelegt haben. Damit sind al-
so auch die sechs Flächen des Quaders ein-
deutig festgelegt. Liegt der gesuchte Punkt
nun innerhalb des Quaders, so erhalten
wir durch die Schnittpunkte der Flächen-
(blau) bzw. Raumdiagonalen (grün) genü-
gend neue Punkte, die wieder Geraden und
damit Ebenen festlegen, die den Quader in
8 kleinere Quader teilen. Die Iteration kann,
falls nötig, dann mit einem der 8 kleine-
ren Quader fortgesetzt werden. Falls der ge-
suchte Punkt außerhalb des großen Qua-
ders liegt, lässt sich dieser wie im Zweidi-
mensionalen in beliebige Richtungen fort-
setzen (siehe Abbildung 2 (e)). Zu bemer-
ken ist noch, dass die Kollineation auf jeder
Ebene bereits durch die Konstruktion von
Möbius eindeutig festgelegt ist. Es genügt
also mit einer Ebene beliebig nahe an jeden
Punkt zu gelangen bzw. diesen zu treffen,
um eine stetige Kollineation im Raume fest-
zulegen.

Verallgemeinerung für n projektive
Dimensionen

In n Dimensionen wählen wir n � 2 Punk-
te von denen jeweils n � 1 einen n-Simplex
aufspannen.
Wir können auch hier diese Punkte als
Eckpunkte eines n-dimensionalen Quaders
wählen. Wir wählen in einem kanonischen
Koordinatensystem beispielsweise die n�2
Punkte p0, 0, 0, . . . , 0qp1, 0, 0, . . . , 0qp0, 1, 0, . . . , 0q

...p0, 0, 0, . . . , 1qp1, 1, 1, . . . , 1q
und erhalten durch “Parallelverschiebung”
der durch Verbindungsgeraden entstehen-
den n “Koordinatenachsen” durch alle an-
deren n Punkte in jeder Dimension die in
dieser Dimension liegenden n � 1 Kanten
des n-dimensionalen Würfels. Mit Parallel-
verschiebung meinen wir hier das neben
erklärte Verbinden der gegebenen n � 2
Eckpunkte mit den Durchstoßpunkten der
initialen Geraden durch die im Unendli-
chen liegende projektive Hyperebene der
Dimension n � 1. Auf diese Weise lässt
sich also der komplette Quader konstruie-
ren. Analog zum Dreidimensionalen kann
man wieder entscheiden, ob der gesuch-
te Punkt innerhalb oder außerhalb dieses
Würfels liegt und den Quader gegebenen-
falls in der entsprechenden Richtung fort-
setzen, oder mittels Intervallhalbierung den
einschließenden Quader immer kleiner ma-
chen.
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(a) Eine projektive Basis von 4
Punkten in allgemeiner Lage er-
zeugt durch Verbindungsgeraden
neue Schnittpunkte im Endlichen.

(b) Auch wenn die Verbindungs-
geraden parallel liegen, so schnei-
den sie sich innerhalb der projek-
tiven Ebene. Dem unendlich fer-
nen Schnittpunkt entspricht die
Schnittgerade der beiden Bündele-
benen in der Fluchtebene.

1

2

3

4

5 6

(c) Die neuen Punkte � liegen
wesentlich näher an dem gesuch-
ten Punkt ` als die Eckpunkte
des schwarz gezeichneten initia-
len Dreiecks. Die Zeichenreihen-
folge ist durch kleine Zahlen ge-
kennzeichnet.

1

1

2

23

3

(d) Bei dieser speziellen Wahl der
Basis ist das Konvergieren der
Punktfolge durch einfache Inter-
vallhalbierung sichergestellt. Auch
hier ist die Zeichenreihenfolge
durch Zahlen markiert.

1

2 3

(e) Liegt der Punkt außerhalb des
Rechtecks, so lässt sich dies in be-
liebige Richtungen fortsetzen.

(f) In drei projektiven Dimensio-
nen wird ein Würfel durch 5 Punk-
te eindeutig festgelegt.

ABBILDUNG 2. Spinnennetze à la Möbius
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3. Der Hauptsatz der projektiven Geometrie

Um den Hauptsatz nun auch für komplexe projektive Räume zu beweisen, greifen wir auf den
Beweis von Emil Artin [Art57] zurück, wie er beispielsweise in [Fis92] präsentiert wird.

THEOREM I.12 (Hauptsatz der projektiven Geometrie). Seien PV und PW zwei projektive Räume
mit

dimPV � dimPW ¥ 2 ,

dann ist jede Kollineation K : PV Ñ PW eine Semiprojektivität.

BEWEIS. E. Artin hat den Beweis dieses Satzes in viele kleine Schritte zerteilt:

(i) Eine Kollineation bildet projektiv abhängige Mengen beliebiger, endlicher Dimension bijektiv
aufeinander ab

(2) K pv0 _ � � � _ vnq � Kv0 _ � � � _Kvn ,

respektiert also projektive Unterräume beliebiger Dimension.

BEWEIS. Wir müssen also zeigen, dass das Bild eines projektiven Unterraums wie-
der ein projektiver Unterraum der selben Dimension ist. Wir beschreiben einen projek-
tiven Unterraum als Verbindungsraum v0 _ � � � _ vn von n � 1 projektiven Punkten,
das Bild des Verbindungsraums muss also die Verbindung der Werte Kv0 _ � � � _Kvn
sein. Wir zeigen dies mittels Induktion. Für n P t0, 1u folgt die Aussage direkt aus der
Eigenschaft der Kollineation (Definition I.5). Gelte also (2). Zu jedem

v P v0 _ � � � _ vn�1

gibt es ein v1 P v0 _ � � � _ vn, sodass

v P v1 _ vn�1 ,

v1 ist dabei der Durchstoßpunkt der projektiven Gerade v _ vn�1 durch die projekti-
ve Hyperebene v0 _ � � � _ vn. Dieser (dann eindeutige) Durchstoßpunkt existiert im
projektiven Fall immer wenn die Gerade nicht selbst in der Hyperebene liegt, was hier
offensichtlich wegen der projektiven Unabhängigkeit der tv0, . . . ,vn�1u nicht der Fall
ist (siehe Abbildung 3). Weil K eine Kollineation ist, folgt

Kv P Kv1 _Kvn�1 @v P v0 _ � � � _ vn�1 ,

nach Induktionsvoraussetzung gilt aber Kv1 P Kv0 _ � � � _Kvn und somit

Kv P Kv0 _ � � � _Kvn _Kvn�1 @v P v0 _ � � � _ vn�1 .

Wir haben also:

K pv0 _ � � � _ vnq � Kv0 _ � � � _Kvn .

Nach der Bemerkung I.6 ist nun auch K�1 eine Kollineation, und demnach gilt für
beliebige Strahlen wk P PW :

K�1 pw0 _ � � � _wnq � K�1w0 _ � � � _K�1wn ,
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insbesondere also für wk � Kvk:

K�1 pKv0 _ � � � _Kvnq � K�1Kv0 _ � � � _K�1Kvn ,

nach Abbildung dieser Gleichung mit K erhalten wir die Inklusion in die andere Rich-
tung:

Kv0 _ � � � _Kvn � K pv0 _ � � � _ vnq ,
woraus die Behauptung direkt folgt. �

v0

v1

v

v
′

v2

ABBILDUNG 3. Projektiver Durchstoßpunkt v1 der Gerade v _ v2 durch die Hy-
perebene v0 _ v1 im Fall von zwei projektiven Dimensionen.

BEMERKUNG. Demnach bildet eine Kollineation aber auch projektiv unabhängige
Strahlen auf projektiv unabhängige Strahlen ab. Sei dazu In eine endliche Indexmenge,
sei ferner tviuiPIn projektiv unabhängig und tKviuiPIn projektiv abhängig. Da K aber
bijektiv ist, und K�1 auch eine Kollineation ist, wäre dann nach (i)

 
K�1Kvi

(
iPIn �tviuiPIn projektiv abhängig. Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung.

(ii) Es gibt Basen pviqiPIn von V und pwiqiPIn von W , sodass

(3) K rvis � rwis und K rv0 � vis � rw0 � wis @i P In .
BEWEIS. Wir wählen die Basis von V beliebig: pviqiPIn . Dann sind die StrahlentrvisuiPIn projektiv unabhängig. Nach der Bemerkung unter (i) ist dann die MengetK rvisuiPIn auch projektiv unabhängig, und wir können Vektoren w1

i P K rvis wählen,
die dann die erste Bedingung bereits erfüllen. Zur Erfüllung der zweiten Bedingung sei
bemerkt, dass v0 � vi P rv0s _ rvis und demnach

K rv0 � vis P K rv0s _K rvis � �
w1

0

�_ �
w1
i

�
,

es gibt also Skalare λ, µi P K�, sodass

K rv0 � vis � �
λw1

0 � µiw
1
i

�
. (keine Summation!)
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Definieren wir nun w0 :� w1
0 und wi :� λ�1µiw

1
i, so erfüllen die Vektoren der BasispwiqiPIn beide Gleichungen. �

Wie man sich anhand von Abbildung 4 leicht verdeutlicht wird bei fester BasistviuiPIn und festem Vektor w0 die Länge des Vektors wi durch die Bedingung
K rv0 � vis � rw0 � wis eindeutig festgelegt. Es werden demnach die Verhältnisse aller
Basisvektoren wi, i P In zu w0 festgelegt, wodurch natürlich die Längenverhältnisse be-
liebiger Vektoren durch die Festlegung der Länge von w0 eindeutig bestimmt sind. Die
Basis twiuiPIn ist demnach bis auf eine Ähnlichkeitstransformation (globale Streckung
oder Stauchung aller Vektoren) eindeutig bestimmt.

[v0]

[vi]

[v0 + vi]

K[v0 + vi] = [w0 + wi]

[w0]

[wi]

K

ABBILDUNG 4. Festlegung der Verhältnisse der Basisvektoren wi

Im Falle komplexer Vektorräume werden durch die Bedingung (3) neben den Län-
genverhältnissen natürlich auch die so genannten relativen Phasen der Basisvektoren
festgesetzt. Die Freiheit besteht dann nur noch in der einem globalen, komplexen Fak-
tor.

(iii) K : PV Ñ PW induziert eine bijektive Abbildung σ : K Ñ K des Grundkörpers, sodass

σ p0q � 0 , σ p1q � 1

und
K rv0 � λvis � rw0 � σ pλqwis @λ P K .

BEWEIS. Die Zuordnung

zi : λ ÞÑ rv0 � λvis
definiert für jedes i eine eindeutige Abbildung des Körpers K auf die projektive Geraderv0s _ rvis. Wie man anhand von Abbildung 5 sieht, handelt es sich dabei um eine Zen-
tralprojektion der affinen Gerade tv0 � λvi : λ P Ku auf die projektive Gerade rv0s_rvis,
die eben aufgefasst als Schnittgerade der eingebetteten Bündelebene rv0s _ rvis mit der
Ebene E auch eine affine Gerade ist. Man macht sich anhand der zweiten Abbildung 6,
in der nur die durch rv0s und rvis bzw. K rv0s und K rvis aufgespannte Projektionsebene
gezeichnet ist, klar, dass bis auf rvis alle projektiven Punkte der Geraden getroffen wer-
den. Desweiteren erkennt man aus der Abbildung, dass die Punkte auf der projektiven
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Geraden (blau) für λ Ñ �8 dem Punkt rvis beliebig nahe kommen. Setzen wir also
zi p8q :� rvis, so erhalten wir für jedes i eine bijektive Abbildung12

KY t8u Ñ rv0s _ rvis .
Nun wird rv0s_rvis unter K bijektiv auf rw0s_rwis abgebildet. Sei also K rv0 � λvis �rµ0w0 � µiwis das Bild von rv0 � λvis. Dieser Strahl rµ0w0 � µiwis P rw0s _ rwis be-

stimmt nun wieder in eindeutiger Weise ein Element des Körpers:

rµ0w0 � µiwis ÞÑ µ�1
0 µi ,

wobei wir wieder rwis ÞÑ 8 setzen können. Wir haben also

KY t8u� _

����

//____ KY t8u
rv0s _ rvis � � K // // rw0s _ rwis?�

OOOO

und können damit durch

σi pλq :� µ�1
0 pλq µi pλq

eine bijektive Abbildung σi : KYt8u ÞÑ KYt8u definieren. Da nun die Unendlichkei-
ten ohnehin aufeinander abgebildet werden (8 ÞÑ rvis ÞÑ rwis ÞÑ 8) können wir diese
aus dem Definitionsbereich nehmen, und erhalten eine bijektive Abbildung σi : K Ñ K.
Wir haben dann auch:

K rv0 � λvis Ñ rw0 � σi pλqwis .
Und offensichtlich ist wegen (ii):

(4) σi p0q � 0 und σi p1q � 1 .

x

y

z

E

z = 1

[v0]

[vi]

[v0] ∨ [vi]

x

y

z

E
′

z = 10
λ

0

K([v0] ∨ [vi])

K[vi] = [wi]

K[v0] = [w0]

σi(λ)

K

σi

ABBILDUNG 5. Geometrische Veranschaulichung der bijektiven Körperabbil-
dung σ : K Ñ K im dreidimensionalen Vektorraum.

12Am Rande sei bemerkt, dass K Y t8u die Einpunktkompaktifizierung von K bezeichnet, die im Fall K � R mit der
Sphäre S1 � P1 pRq � RP1 und im Fall K � C mit der Gauß’schen Zahlenkugel P1 pCq � CP1 zusammenfällt.
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λ σ
i (λ)

[v0] ∨ [vi]

K([v0] ∨ [vi])
[v0] [vi]

K[vi]

K[v0]

ABBILDUNG 6. Veranschaulichung der Verhältnisse in der durch rv0s und rvis
bzw. rw0s und rwis aufgespannten Bündelebene.

Es bleibt noch zu zeigen, dass die so definierte Abbildung nicht von der transfor-
mierten Gerade rv0s_ rvis, sondern lediglich von der Kollineation K abhängt. Wir müs-
sen also zeigen, dass

σi pλq � σk pλq @λ P K .

Wegen der Homogenität des projektiven Raumes ist aber die Wahl des “Aufpunktes”rv0s der Gerade frei und wegen der Isotropie die Wahl der “Richtung” rvis. Es sollte für
die Abbildung des Körpers also keine Rolle spielen, welche Gerade wir betrachten. Wir
müssen hier, und dürfen auch, da wir in Urbild- und Bildraum bereits Basen tviuiPIn
und twiuiPIn gewählt haben, vom affinen Standpunkt aus argumentieren, um Aussagen
über Faktoren σi pλq machen zu können. Nehmen wir einen projektiven Punkt

(5) rvi � vks � rpv0 � λviq � pv0 � λvkqs ,
so definiert dieser, wie wir in Abbildung 7 sehen, gleich zwei kongruente Dreiecke im
Urbildraum (linke Figur). Das erste (blau gezeichnet) liegt in der Bündelebene rvis_rvks
und wird durch die Längen der beiden Vektoren vi und vk eindeutig festgelegt. Das
zweite (grün gezeichnet) erhält man aus dem ersten durch Parallelverschiebung um v0

und Streckung mit λ. Es ist dann offensichtlich kongruent zu dem blauen Dreieck. Bil-
det man nun die dabei entstehenden Bündelebenen rvis_rvks und rv0 � λvis_rv0 � λvks
unter K ab, so sind die Bildebenen eindeutig festgelegt und aufgrund der Bijektivität
verschieden. Es folgt dann offensichtlich wegen rvi � vks P rvis _ rvks aus den Eigen-
schaften der Kollineation:

K rvi � vks P rwis _ rwks
und wegen (5) auch:

K rvi � vks P rw0 � σi pλqwis _ rw0 � σk pλqwks .
Die Gerade K rvi � vks ist also die Schnittgerade der beiden Bildebenen. Nun kön-
nen wir die Schnittgerade auch aus den Bildebenen selbst bestimmen. In der ersten
Bündelebene liegen alle Linearkombinationen von twi, wku, in der zweiten die vontw0 � σi pλqwi, w0 � σk pλqwku. Für die Schnittpunkte muss also gelten:

αiwi � αkwk � βi pw0 � σi pλqwiq � βk pw0 � σk pλqwkq ,
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mit zu bestimmenden Skalaren αi, αk, βi, βk P K. Ein Koeffizientenvergleich liefert:

αi � βiσi pλq , αk � βkσk pλq und βk � �βi ,
und somit

K rvi � vks � rσi pλqwi � σk pλqwks .
Des weiteren folgt für λ � 1 wegen (4):

K rvi � vks � rwi � wks ,
die beiden letzten Gleichungen können aber nur gelten, falls

σi pλq � σk pλq @λ P K .

�

Geometrisch drückt diese Gleichung die Kongruenz der beiden Dreiecke in der
rechten Figur aus. Zwei der drei Seiten des blauen bzw. grünen Dreiecks in der rechten
Figur sind jeweils durch die Vektoren wi und wk bzw. ihre Parallelverschiebung um w0

festgelegt. Die dritte Seite des blauen Dreiecks ist einfach der Vektor wi �wk. Die dritte
Seite des grünen Dreiecks entsteht durch den Schnitt der Bündelebene rw0 � σi pλqwis_rw0 � σk pλqwks mit der um w0 parallelverschobenen Ebene rwis _ rwks. Diese dritte
Seite ist also, da sie aus der Parallelverschiebung einer der beiden Bündelebenen ent-
steht, parallel zu der Schnittgerade rwi � wks, und damit parallel zu der dritten Seite
des blauen Dreiecks, woraus die Kongruenz des blauen und grünen Dreiecks auch in
der rechten Figur folgt.

[vi − vk]

[vi]

[vk][v0]

[v0 + λvi]

[v0 + λvk]

[vi] ∨ [vk]

[v0 + λvi] ∨ [v0 + λvk]

K

K[vi − vk]

K([vi] ∨ [vk]) = [wi] ∨ [wk]

K([v0 + λvi] ∨ [v0 + λvk]) = [w0 + σi(λ)wi] ∨ [w0 + σk(λ)wk]

[wi]

[wk]
[w0]

ABBILDUNG 7. Eindeutigkeit des Körperautomorphismus

Wir werden unter (vi) zeigen, dass die hier gefundene bijektive Abbildung ein Kör-
perautomorphismus ist.

(iv) Mit der oben gefundenen Abbildung σ : K Ñ K erfüllt die Kollineation:

(6) K rv0 � λ1v1 � � � � � λnvns � rw0 � σ pλ1qw1 � � � � � σ pλnqwns .
BEWEIS. Wir führen den Beweis per Induktion. Für n � 1 folgt die Aussage aus

(iii). Gelte also (6). Sei

p :� rv0 � λ1v1 � � � � � λn�1vn�1s ,
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dann können wir p auf zwei Arten aufteilen.

Zum einen ist p � ��v0 � � � � � λnvnloooooooomoooooooon
a

�λn�1vn�1loooomoooon
b

�� und damit

p P ras _ rbs � rv0 � λ1v1 � � � � � λnvns _ rvn�1s ,
zum anderen ist p � ��v0 � λn�1vn�1loooooooomoooooooon

a1 � v1 � � � � � vnloooooomoooooon
b1

��, also

p P �a1�_ �
b1� � rv0 � λn�1vn�1s _ rv1 � � � � � vns� rv0 � λn�1vn�1s _ rv1s _ � � � _ rvns .

Im ersten Fall folgt aus der Induktionsannahme (6) und (ii):

Kp P rw0 � σ pλ1qw1 � � � � � σ pλnqwns _ rwn�1s ,
im zweiten Fall folgt aus (iii), (ii) und (i):

Kp P rw0 � σ pλn�1qwn�1s _ rw1s _ � � � _ rwns .
Es gibt also Skalare α, α1, β, β1, . . . , βn P K, sodass

α pw0 � σ pλ1qw1 � � � � � σ pλnqwnq � α1wn�1� β pw0 � σ pλn�1qwn�1q � β1w1 � � � � � βnwn P Kp .

Der Koeffizientenvergleich liefert nun:

α � β , α1 � β σ pλn�1q und βi � ασ pλiq @i P t1, . . . , nu .
Es ist also β pw0 � σ pλ1qw1 � � � � � σ pλnqwnq � β σ pλn�1qwn�1 und somit:

Kp � rw0 � σ pλ1qw1 � � � � � σ pλn�1qwn�1s .
�

(v) Für pλ1, . . . , λnq � p0, . . . , 0q gilt:13

K rλ1v1 � � � � � λnvns � rσ pλ1qw1 � � � � � σ pλnqwns .
BEWEIS. Sei

p � rps � rλ1v1 � � � � � λnvns ,
dann ist einerseits

p P rv1s _ � � � _ rvns ,
wegen (i) und (ii) also

Kp P rw1s _ � � � _ rwns .
Auf der anderen Seite ist p sicher in der Ebene

p P rv0s _ p � rv0s _ rλ1v1 � � � � � λnvns .
13Die Schreibweise pλ1, . . . , λnq � p0, . . . , 0q bedeutet hier, dass zwar beliebig viele der Koeffizienten λi, aber eben nicht
alle verschwinden dürfen. Diese Voraussetzung ist fast selbstverständlich, da r0s R PV .
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Die Basis dieser Ebene kann man nun auch anders wählen, denn aufgrund des Aus-
tauschsatzes erhält man aus tv0, pu eine zweite Basis der selben Ebene, wenn man den
zweiten Vektor p durch einen Vektor v0 � p ersetzt, der den ursprünglichen Repräsen-
tanten als Komponente enthält:

p P rv0s _ rv0 � λ1v1 � � � � � λnvns .
Für eine geometrische Anschauung dieses Sachverhaltes siehe Abbildung 8.
Wegen der Eigenschaften der Kollineation und (iv) erhalten wir also:

Kp P rw0s _ rw0 � σ pλ1qw1 � � � � � σ pλnqwns .
Es gibt demnach wieder Skalare pα1, . . . , αnq � p0, . . . , 0q in K und β, β1 P K�, sodass

(7) α1w1 � � � � � αnwn � βw0 � β1 pw0 � σ pλ1qw1 � � � � � σ pλnqwnq P Kp .

Ein Koeffizientenvergleich liefert wieder:

β � �β1 , αi � β1σ pλiq @i P t1, . . . , nu .
Demnach ist β1σ pλ1qw1 � � � � � β1σ pλnqwn P Kp, also

Kp � rσ pλ1qw1 � � � � � σ pλnqwns .
�

v0

p = [λ1v1 + · · · + λnvn]

[v1] ∨ · · · ∨ [vn]

[v0 + λ1v1 + · · · + λnvn]

[v0] ∨ [λ1v1 + · · · + λnvn]

= [v0] ∨ [v0 + λ1v1 + · · · + λnvn]

[v0]

ABBILDUNG 8. Zunächst liegt der Strahl p sicher in der Hyperebene rv1s _ � � � _rvns. Verschieben wir nun einen beliebigen Repräsentanten von p um v0 in den
größeren Raum rv0s _ � � � _ rvns, so können wir die dadurch entstehende Ebene,
die natürlich p enthält, durch beliebige Seiten des oben gezeichneten Dreiecks
beschreiben, also auch durch rv0s_ rv0 � λ1v1 � � � � � λnvns. Diese Aufteilung ist
also nicht zwingend, sondern lediglich so gewählt, um zum einen das Ergebnis
aus (iv) verwenden zu können und zum anderen eine möglichst einfache Form
des zweiten Strahls zu erhalten.

(vi) Die induzierte bijektive Abbildung σ : K Ñ K aus (iii) ist ein Körperautomorphismus.

BEWEIS. Wir müssen also, nachdem wir die Bijektivität bereits in (iii) gezeigt ha-
ben, noch die Additivität und die Multiplikativität zeigen.
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Additivität: Wir betrachten

p :� rv0 � pλ� µq v1 � v2s ,
dann ist p �rpv0 � λv1q � pµv1 � v2qs, also

p P rv0 � λv1s _ rµv1 � v2s .
Wegen σ p1q � 1 aus (iii), (iv) und der Eigenschaft der Kollineation gilt dem-
nach für das Bild von p unter K:

Kp � rw0 � σ pλ� µqw1 � w2s P rw0 � σ pλqw1s _ rσ pµqw1 � w2s .
Es gibt also wieder Skalare β, β1 P K, sodass

w0 � σ pλ� µqw1 � w2 � β pw0 � σ pλqw1q � β1 pσ pµqw1 � w2q P Kp ,

nach dem Koeffizientenvergleich sind β � β1 � 1, und wir erhalten

σ pλ� µq � σ pλq � σ pµq .
BEMERKUNG. Die einzigen Skalare, die wir in der projektiven Geometrie festlegen

können sind Verhältnisse (siehe auch Abbildung 4). Um also λ und µ in der obigen
projektiven Gerade zu fixieren, brauchen wir in den beiden zugehörigen Strahlen zu-
sätzlich zu v0 jeweils mindestens zwei festgelegte Basisvektoren, von denen einer mit
λ und der andere mit µ gestreckt wird. Es sind also mindestens drei projektiv unab-
hängige Strahlen notwendig um die Additivität und wie wir im nächsten Schritt sehen
werden auch die Multiplikativität von σ zu zeigen. Das ist der Grund für die Voraus-
setzung dimPV ¥ 2 im Hauptsatz der projektiven Geometrie.

Multiplikativität: Wir betrachten:

p :� rv0 � λ pµv1 � v2qs P rv0s _ rµv1 � v2s ,
dann ist nach (iv) und (v):

Kp � rw0 � σ pλµqw1 � σ pλqw2s P rw0s _ rσ pµqw1 � w2s .
Es gibt demnach Skalare β, β1 P K, sodass

w0 � σ pλµqw1 � σ pλqw2 � βw0 � β1 pσ pµqw1 � w2q P Kp ,

und es folgt β � 1, β1 � σ pλq und schließlich

σ pλµq � σ pλqσ pµq .
�

Wir mussten in (v) eine zusätzliche Dimension rv0s verwenden, um zu zeigen, dass
K auf dem Unterraum rv1s_� � �_rvns eine Semiprojektivität ist, können dieses Ergebnis
aber nun verwenden, um zu zeigen, dass K auf dem gesamten Raum V � rv0s_� � �_rvns
eine Semiprojektivität ist:

(vii) Für beliebige pλ0, . . . , λnq � p0, . . . , 0q gilt:

K rλ0v0 � � � � � λnvns � rσ pλ0qw0 � � � � � σ pλnqwns .
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BEWEIS. Für λ0 � 0 ist das die unter (v) bewiesene Aussage. Sei also λ0 � 0. Dann
ist rλ0v0 � � � � � λnvns � �

v0 � λ1
λ0
v1 � � � � � λn

λ0
vn

�
.

und wir erhalten mit (iv)

K
�
v0 � λ1

λ0
v1 � � � � � λn

λ0
vn

� � �
w0 � σ

�
λ1
λ0

	
w1 � � � � � σ

�
λn
λ0

	
wn

�
.

Nun ist aber
1 � σ

�
α�1α

� � σ
�
α�1

�
σ pαq @α P K� ,

und somit σ
�
α�1

� � σ pαq�1. Wir haben also:

K
�
v0 � λ1

λ0
v1 � � � � � λn

λ0
vn

� � �
w0 � σ pλ0q�1

σ pλ1qw1 � � � � � σ pλ0q�1
σ pλnqwn� ,

woraus direkt die Behauptung folgt. �

Zum Abschluss des Beweises sei noch bemerkt, dass wir durch

Svi � wi @i P In
eindeutig eine semilineare Abbildung festlegen können, die nach Schritt (vii) kompatibel zu un-
serer Kollineation K ist, d.h.

K rvs � rSvs @v P V z t0u .
Die beliebig gewählte Kollineation K ist also eine Semiprojektivität. �

BEMERKUNG I.13. Artin verwendet in seinem Beweis im ersten Schritt eine Induktion nach dem
Dimensionsparameter n. Das hat zur Folge, dass der oben zitierte Hauptsatz streng genommen
nur für endlichdimensionale projektive Räume Gültigkeit besitzt. Wir können den Hauptsatz al-
lerdings so verallgemeinern, dass er auch für unendlichdimensionale Hilberträume Gültigkeit
behält. Was wir dann als Konsequenz erhalten ist gerade das aus der Quantenmechanik bekannte
Wigner-Theorem. Siehe Kapitel VI.

4. Strukturgruppe projektiver Räume

Die Strukturgruppe des projektiven Raumes ist, wie wir aus der Betrachtung des Hauptsatzes
der projektiven Geometrie bereits gelernt haben, die Gruppe der Semiprojektivitäten. Diese folgt
ganz natürlich aus der Projektion der Strukturgruppe von K-Vektorräumen GLpn,Kq. So ist für
einen n-dimensionalen projektiven Raum PV :

SGpPV q � GLpn� 1,Kq {K� .
Hierin, das heißt in dem Herausteilen der Ähnlichkeitstransformationen (Streckungen und Stau-
chungen) aus der Linearen Gruppe, liegt die Ursache dafür, dass es die Semiprojektivitäten und
eben nicht alleine die Projektivitäten sind, die die Strukturgruppe der projektiven Räume ausma-
chen.



KAPITEL II

Physikalische Zustände und projektiver Hilbertraum

Nachdem wir im letzten Kapitel einiges über die projektive Geometrie und insbesondere deren
Hauptsatz gelernt haben, wollen wir im folgenden die Anwendung dieser mathematischen Werk-
zeuge in der Quantenmechanik motivieren. Wir stellen der konkreten Ausführung zunächst aber
eine Wiederholung der der Quantenmechanik zu Grunde liegenden Axiomatik voran. Im dritten
Abschnitt gehen wir dann kurz auf die Besonderheiten des quantenmechanischen Zustands ein,
und beleuchten im vierten Abschnitt dann den projektiven Charakter der Quantenmechanik.

1. Zustand, Observable und physikalisches System

Wir beginnen dieses einführende Kapitel mit einigen Begriffsklärungen.

Physikalisches System. Unter einem physikalischen System wollen wir ein abgeschlossenes
Gebiet der Raumzeit verstehen, das den Naturgesetzen unterworfen ist, ganz gleich durch wel-
che physikalische Theorie diese Gesetze beschrieben werden.

Observable. Unter einer Observable verstehen wir eine zur Beschreibung eines physikali-
schen Systems geeignete Größe, der durch eine Messung ein bestimmter Wert zugeordnet wird.
BEISPIEL: In der klassischen Mechanik ist eine Observable o eine Funktion auf dem Tangenti-

albündel TQ des Konfigurationsraums Q

o : TQÑ R ,

wie zum Beispiel die Energie, eine Orts- oder eine Impulskomponente.

Zustand. Der Zustand eines physikalischen Systems ist ein Funktional, das allen Observa-
blen des Systems einen bestimmten Wert zuordnet.
BEISPIEL: In der Klassischen Mechanik ist ein Zustand z also ein Funktional auf dem Raum

der Funktionen auf TQ:

z : F pTQq Ñ R : o ÞÑ z ros � o pq, 9qq .
Zu jedem Punkt pq, 9qq P TQ gibt es also genau einen Zustand z. In diesem Sinne
können wir die Punkte des Tangentialbündels TQ auch als Zustände bezeichnen.

Die möglichen Zustände eines physikalischen Systems, d.h die in der Natur beobachtbaren Zu-
stände, nennen wir kurz physikalische Zustände.

2. Die Axiome der Quantenmechanik

[A-I] Der Zustand eines quantenmechanischen Systems ist durch die Angabe eines Elements
a eines separablen Hilbertraums H eindeutig festgelegt.

35
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[A-II] Die Observablen A des Systems werden durch hermitesche Operatoren Â auf dem Hil-
bertraum H dargestellt.

[A-III] Der Formalismus des Messprozesses Als Ergebnisse einer Messung der Observablen A kommen nur Eigenwerte α des
zugehörigen Operators Â in Frage. Nach einer Messung des Eigenwertes α befindet sich das System in dem durch
einen Eigenvektor a zu α repräsentierten Zustand. Die Wahrscheinlichkeit in einem durch b repräsentierten Zustand den Eigenwert
α des Operators Â zu messen ist gegeben durch die Wahrscheinlichkeit, dass der
durch b repräsentierte Zustand mit dem durch den Eigenvektor a zu α repräsen-
tierten Zustand übereinstimmt

(8) Wα :� |xa|by|2xa|ay xb|by .
Ist der Eigenraum zu α n-dimensional mit orthogonaler Basis

 
ak
(
kPt1,...,nu, so

nennt man den Eigenwert α n-fach entartet, und die Wahrscheinlichkeit α zu mes-
sen ist:1

(9) Wα � ņ

k�1

��@ak|ψD��2xak|aky xψ|ψy .
 Der Mittelwert unendlich vieler Messungen der Observablen A in dem Zustand,

der durch den Vektor b P H repräsentiert wird, ist

xAyb :�
A
b|ÂbExb|by .

[A-IV] Die Zeitentwicklung des Systems ist gegeben durch die Schrödingergleichung

i~
BBta � Ĥa ,

mit Ĥ dem Hamiltonoperator.

3. Besonderheiten des quantenmechanischen Zustandsbegriffs

Nach der obigen Begriffsklärung ist ein Zustand ein Funktional, das allen Observablen eines phy-
sikalischen Systems einen bestimmten Wert zuordnet. Wir können diesen Zustand also -wie in der
Klassischen Mechanik- durch das durch Messung entstehende Wertetupel charakterisieren. Dabei
unterscheidet sich die Quantenmechanik von der Klassischen Mechanik in zwei grundlegenden
Eigenschaften. Zum einen können wir nicht alle Observablen eines Systems gleichzeitig messen,
und zum anderen wird ein bestimmter Wert einer Observablen nur mit einer gewissen Wahr-
scheinlichkeit gemessen. Die erste Beobachtung führt auf den Begriff einer Maximalzahl gleich-
zeitig messbarer Observablen, denen im Formalismus der Quantenmechanik ein “maximales”
Tupel kommutierender Operatoren zugeordnet ist. Aus den Axiomen haben wir nun gelernt, dass
als Messwerte für Observablen nur Eigenwerte der zugehörigen Operatoren in Frage kommen.
Wir können den Zustand des quantenmechanischen Systems also als Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung über den Eigenwertspektren eines maximalen Operatortupels von gleichzeitig messbaren
Observablen beschreiben (siehe Abbildung 1).

1Wir unterschlagen bei diesem Zitat der Axiome der Quantenmechanik den Fall, dass Â ein kontinuierliches Spektrum
besitzt. Es lassen sich jedoch die Formeln (8) und (9) auf diesen Fall verallgemeinern.
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ABBILDUNG 1. Der quantenmechanische Zustand als Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung über den Eigenwertspektren eines maximalen Operatortupels von kommu-
tierenden Observablen. Das Integral der Wahrscheinlichkeiten über jedes einzel-
ne Spektrum muss natürlich Eins ergeben.

Nun hängen weder die Eigenwertspektren, noch die Wahrscheinlichkeiten für die Messung ei-
nes bestimmten Eigenwertes von der Norm des Hilbertraumrepräsentanten ab, durch den der
betrachtete Zustand beschrieben wird (vgl. Eigenwertgleichung: Âa � αa bzw. (8) und (9)). Dem-
nach beschreiben alle Vektoren λa P H mit λ P C� den selben Zustand.

4. Der Hilbertraum und der Raum der Zustände

Der im ersten Axiom der Quantenmechanik postulierte separable Hilbertraum ist ein C-Vektorraum
mit sesquilinearem Skalarprodukt

x�|�y : H�H Ñ Cpa, bq ÞÑ xa|by ,
der bezüglich der durch das Skalarprodukt induzierten Norm

}�} : H Ñ R
a ÞÑ }a} :�axa|ay

abgeschlossen ist. Aus der Separabilität folgt dabei die Existenz einer abzählbaren Basis zu H.
Im folgenden Abschnitt wollen wir uns nun mit der Beziehung dieses Raums zu dem Raum der
physikalischen Zustände beschäftigen.

4.1. Projektiver Hilbertraum. Unser Ziel in diesem Abschnitt ist es, einen Raum zu kon-
struieren, in dem jedem physikalischen Zustand genau ein Punkt entspricht. Wie wir bereits im
letzten Abschnitt gelernt haben gehören alle Repräsentanten in der Äquivalenzklasse

(10) ras �  
a1 P H : a1 � µa, µ P C�(

zum selben Zustand. Den Zuständen entsprechen also komplexe Ursprungsgeraden in H.

Die Suche nach einem Raum in dem jedem Zustand genau ein Punkt zugeordnet wird, führt uns
also direkt auf den projektiven C-Hilbertraum PH.
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DEFINITION (projektiver Hilbertraum - vorläufig). Ersetzen wir in der Definition I.1 des pro-
jektiven Raums den Vektorraum V durch einen Hilbertraum pH, x�|�yq mit dem Skalarprodukt
als zusätzliche innere Struktur, so erhalten wir als Quotientenraum den sogenannten projektiven
Hilbertraum

PH :� H{C� .
Auf diesem Raum können wir wegen der zusätzlichen Struktur auf pH, x�|�yq auch eine intrinsi-
sche Struktur erwarten (siehe Abschnitt 4.1.3), betrachten aber zunächst das topologische Ausse-
hen des projektiven Hilbertraums.

4.1.1. Topologische Struktur des projektiven Hilbertraums. Wie im I. Kapitel kann man die Zen-
tralprojektion π : H Ñ PH verwenden, um eine gewisse geometrische Anschauung von dem
projektiven Hilbertraum zu erhalten. Die Faser dieser Projektion ist wieder:

π�1 paq �  
a1 P H : a1 � λa, λ P C�( .

Aufgrund der durch das Skalarprodukt induzierten Norm aufH kann man auch inH eine Sphäre
(unendlicher Dimension) definieren, die in H eingebettet ist:

S8 :� ta P H : }a} � 1u .
Wir schränken π ein und erhalten:

π
��
S8 : S8 Ñ PH

mit der Faser �
π
��
S8��1 paq �  

a1 P H : a1 � λa, λ P Up1q , }a} � 1
(
.

Man kann nun wieder die Orbits der Up1q auf der S8 � H herausteilen, wir schreiben S̃8 :�
S8{Up1q und erhält den Homöomorphismus:

π
��
S̃8 : S̃8 Ñ PH .

Der projektive Hilbertraum PH ist also homöomorph zu S8{Up1q. Wir halten fest:

(11) PH � S8{Up1q .
Zu jedem Strahl a P PH gehört also genau ein Orbit der Up1q auf der S8. Wir wollen diese Orbits,
also die Elemente von S8{Up1q, als Einheitskreise a bezeichnen; eine Notation, die in Abbildung 2
veranschaulicht wird:

(12) a :�  
a1 P S8 � H : a1 � λa, λ P Up1q( .

Bereits im letzten Abschnitt haben wir gelernt, dass jedem Zustand und damit jedem Strahl in
PH auch ein Orbit der Gruppe C� auf H entspricht:

a :� ras �  
a1 P H : a1 � µa, µ P C�( .

Wir haben also verschiedenene “Gesichter” quantenmechanischer Zustände kennen gelernt, die
wir hier nochmals zusammenfassen. Die quantenmechanischen Zustände sind Wahrscheinlich-
keitsverteilungen über den Eigenwertspektren eines maximalen Tupels kommutierender Opera-
toren, die in bijektiver Korrespondenz stehen zu den

 Elementen (Strahlen) des projektiven Hilbertraums PH, Orbits des Up1q auf der Einheitssphäre S8 P H.
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Der Hilbertraum der Repräsentanten quantenmechanischer Zustände trägt demnach eine natür-
liche Prinzipalbündelstruktur. Die Unterscheidung die wir hier machen ist in der Sprache der
Prinzipalbündel die Unterscheidung zwischen den beiden Bündeln:

Up1q // S8
π

��
S8{Up1q

und C� // H

π

��
PH

Es sei an dieser Stelle nochmals explizit darauf hingewiesen dass sich die Räume S8{Up1q und
PH � H{C� als Quotientenräume nicht voneinander unterscheiden. Der einzige Unterschied
liegt innerhalb der Äquivalenzklassen. So sind beispielsweise im ersten Fall nur normierte Re-
präsentanten von Zuständen zugelassen; es wird also die Interpretation des Normquadrates der
Repräsentanten als Gesamtwahrscheinlichkeit betont. Im zweiten Fall sind Repräsentanten belie-
biger Norm zugelassen; hier tritt also der projektive Charakter quantenmechanischer Zustände in
den Vordergrund. Es ist aber natürlich auch hier eine Wahrscheinlichkeitsinterpretation möglich,
bei der man dann aber eben die Norm der Vektoren berücksichtigen muss (siehe Abschnitt 4.1.3).

4.1.2. Zustände, Strahlen und Einheitskreise. Der Zusammenhang zwischen Strahlen (Orbits
von C� in H) und Einheitskreisen (Orbits der Up1q auf S8) wird nochmals in Abbildung 2 ver-
deutlicht.

���������
	�� 	�
��� ��

� ���
����� �����! "$#&%

Einheitskreis
a
∈
S

∞

/U
(1)

ABBILDUNG 2. Der Einheitskreis a P S8{U p1q als Schnittmenge des komplexen
Strahls a P PH und der Sphäre S8.
Gezeichnet sind die Einbettungen von a bzw. a in H im Spezialfall eines dreidi-
mensionalen Hilbertraums.

Wir werden in dieser Arbeit beide Interpretationsweisen verwenden und genauer beleuchten,
indem wir verschiedene Beweise des Wigner-Theorems einander gegenüberstellen. Steven Wein-
berg betrachtet in seinem Beweis des Wigner-Theorems in [Wei95b], den wir in Kapitel IV näher
beleuchten, Einheitskreise; wohingegen der oft zitierte Beweis von Valentine Bargmann [Bar64]
eine Verallgemeinerung dieser Einheitskreise verwendet, die er aus den Orbits der Up1q auf dem
Hilbertraum H erhält. Wir werden diese Up1q-Orbits in der gesamten Arbeit als Kreise bezeich-
nen. Auch wenn sich Bargmann mit dieser Verallgemeinerung in gewissem Sinne von der projek-
tiven Interpretationsweise des Wigner-Theorems distanziert, ist eine Betrachtung seines Beweises
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dennoch auch aus geometrischer Sicht interessant, da man von ihm aus Parallelen zu dem Beweis
des Hauptsatzes der projektiven Geometrie von Emil Artin ziehen kann (siehe Kapitel V). Eine ge-
nauere Analyse der projektiven Struktur des Wigner-Theorems, bei der wir die Interpretation der
Zustände als Strahlen verwenden, führt dabei auf das interessante Ergebnis, dass das 1931 von
Eugen Wigner vorgestellte Theorem eine Verallgemeinerung des in Kapitel I für K-Vektorräume
diskutierten Hauptsatzes der projektiven Geometrie auf projektive Hilberträume ist (siehe Kapi-
tel VI).

Neben der im Allgemeinen unendlichen Dimension haben Hilberträume in dem Skalarprodukt
nun auch eine zusätzliche Struktur. Auch für diese Struktur gibt es eine kanonische “Projektion”
auf den projektiven Hilbertraum PH.

4.1.3. Intrinsische Struktur. Das Skalarprodukt x�|�y : H �H Ñ C induziert auf dem projekti-
ven Hilbertraum PH eine intrinsische Struktur:

(13)
d : PH� PH Ñ Rpa,bq ÞÑ ad b :� |xa|by|2xa|ayxb|by @a P a, b P b .

Es sind nun zum besseren Verständnis dieser Struktur einige Bemerkungen zu machen:

 Die reelwertige Funktion d : PH � PH Ñ R ist wohldefiniert, da für zwei beliebige
andere Repräsentanten a1 P a, b1 P b gilt:|xa1|b1y|2xa1|a1y xb1|b1y � |xµa|νby|2}µa}2 }νb}2 � |xa|by|2}a}2 }b}2 µ, ν P C� .

 Wie wir weiter unten zeigen werden, ist der Wertebereich von d : PH � PH Ñ R aufr0; 1s � R beschränkt, desweiteren ist a d b genau dann gleich Eins, wenn die beiden
Strahlen (Zustände) a und b gleich sind. Man könnte die Größe a d b P r0; 1s � R
also als Übergangswahrscheinlichkeit zwischen den Zuständen a, b P PH interpretieren.
Aufgrund dieser Interpretation nennen wir die in (13) definierte Abbildung auch Wahr-
scheinlichkeitsfunktion. Die Abbildung d : PH � PH Ñ R ist kein Skalarprodukt auf PH, da der projektive
Raum kein linearer Raum ist. Demnach scheitert auch jeder Versuch auf PH mit Hilfe
der Funktion d : PH� PHÑ R eine Norm zu definieren:

ad a � |xa|ay|2}a}2 }a}2 � 1 @a P a � H, @a P PH .

Wir haben bereits im letzten Kapitel gesehen, dass die Elemente des projektiven Raumes
lediglich in ihrer Richtung und nicht in ihrer Länge festgelegt sind. Die Tatsache, dass
a d a � 1 für beliebige Strahlen a P PH gilt, entspricht lediglich dem einleuchtenden
Umstand, dass jeder Zustand natürlich mit sich selbst übereinstimmt. Betrachten wir den zweiten Raum S8{U p1q, so können wir hier die selbe Funktion
definieren, mit dem einzigen Unterschied, dass die Einheitskreise a P S8{U p1q nur
normierte Repräsentanten haben:

(14)
d : pS8{U p1qq � pS8{U p1qq Ñ Rpa, bq ÞÑ ad b :� |xa|by|2 @a P a, b P b .

Wir können nun also unsere Definition vom Anfang des Kapitels etwas konkreter formulieren.
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DEFINITION II.1 (projektiver Hilbertraum). Der projektive Hilbertraum pPH,dq ist ein projek-
tiver Vektorraum PH zusammen mit einer zusätzlichen Struktur

d : PH� PHÑ R ,

die wie in (13) durch das Skalarprodukt auf H induziert wird.

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir noch zeigen, dass man auf PH mit der Funktiond : PH Ñ PH eine sehr nützliche Struktur zur Überprüfung der “linearen Abhängigkeit” bzw.
Übereinstimmung von Zuständen oder projektiven Punkten im Allgemeinen hat:

LEMMA II.2 (Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung für Projektive Hilberträume). Die Funktion d :
PH� PHÑ R nimmt nur Werte in r0; 1s P R an und für die beiden Extremwerte folgt:

(15) ad b � 0 ô a K b @a P a, b P b

und

(16) ad b � 1 ô a � b .

BEWEIS. Die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung besagt, dass auf K-Vektorräumen V mit po-
sitiv definitem Skalarprodukt x�|�y : V � V Ñ K gilt:

|xx|yy|2 ¤ xx|xy xy|yy
und weiter, dass |xx|yy|2 � xx|xy xy|yy ô x � λy .

Aus der ersten Gleichung folgert man sofortd : PH�PHÑ r0; 1s � R und aus der zweiten folgt
(16). Gleichung (15) folgt trivial aus der positiven Definitheit des Betrags auf C. �





KAPITEL III

Symmetrien

Symmetrien werden in der Physik durch Gruppenwirkungen bzw. durch Invarianz unter solchen
Gruppenwirkungen beschrieben. So folgen aus der Invarianz der Lagrangefunktion eines phy-
sikalischen Systems unter einer bestimmten Gruppenwirkung Erhaltungsgrößen. Das entspre-
chende Theorem wurde bekanntlich 1918 von Emmy Noether bewiesen [Noe18]. Entsprechend
der gängigen Terminologie nennen wir die durch die Gruppenwirkung auf dem Raum der Zu-
stände induzierten Transformationen selbst Symmetrien oder Symmetrietransformationen. Im ers-
ten Abschnitt verdeutlichen wir uns die Gruppenstruktur dieser Transformationen anhand eines
Beispiels und zitieren dann die zentrale Definition einer Symmetrietransformation in der Quan-
tenmechanik. Wir verlieren im zweiten Abschnitt dann einige Worte über die Strukturgruppe des
projektiven Hilbertraums und kümmern uns dann in Abschnitt 3 um die Probleme, die bei der
Realisierung solcher Symmetrien auf dem Hilbertraum auftauchen können. Dabei führt uns der
projektive Charakter der Quantenmechanik auf die so genannten projektiven Darstellungen, die
wir im Lichte der Gruppenkohomologie analysieren wollen. Im letzten Abschnitt 4 zitieren wir
dann das Theorem von Eugen Wigner über die Realisierung von Symmetrietransformationen auf
dem Hilbertraum und leiten so über zu den verschiedenen Beweisen dieses Theorems, die wir in
den folgenden Kapiteln diskutieren werden.

1. Grundlegende Definitionen und Gruppenstruktur

Im einfachsten Fall kann man eine Symmetrietransformation als einen Wechsel des Beobachters
bzw. des Standpunktes, von dem ein physikalisches System (im selben Zustand) betrachtet wird,
verstehen (passive Interpretation). Setzen wir uns nun in eines der Koordinatensysteme und be-
obachten das System in dem Zustand a, so können wir, unter Kenntnis der “Achsentransforma-
tion” T�1, vorhersagen, dass der zweite Beobachter das System bezüglich seiner Koordinaten in
dem Zustand a1 � Ta sehen wird (aktive Interpretation). Wir kennen diese Koordinatentransfor-
mationen sehr gut aus der klassischen Mechanik, wo es die Galilei- bzw. die Poincaré-Gruppe ist,
die solche Symmetrietransformationen beschreibt. Es ist einleuchtend, dass solche Symmetrien,
wie der Name bereits suggeriert, bijektive, also umkehrbare Abbildungen sind. Es geht also bei
Symmetrietransformationen insbesondere keine Information über das System verloren. Gibt es
mehr als zwei Beobachter, so induziert dies eine kanonische Verknüpfung zwischen den Symme-
trietransformationen, die Hintereinanderausführung:

a
T1 //

T2T1

33a1 T2 // a2 .
Diese Verknüpfung ist assoziativ:

43
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a
T2T1

++
a1 a2 T3 // a3

a
T1

// a1
T3T2

33a2 a3
T3 pT2T1q � pT3T2qT1

und wir haben in diesem Fall also offensichtlich eine Gruppenstruktur vorliegen.

Die definierende Eigenschaft einer Symmetrie in der Quantenmechanik ist die folgende.

DEFINITION III.1 (Symmetrietransformation). Unter einer Symmetrietransformation verstehen
wir eine Abbildung auf dem Raum der physikalischen Zustände, die

[SI] die Übergangswahrscheinlichkeiten respektiert.
[SII] eine Umkehrabbildung besitzt, die ebenfalls die Übergangswahrscheinlichkeiten re-

spektiert.a

aWir nennen die zweite Eigenschaft, die eigentlich direkt aus der zu Grunde liegenden Gruppenstruktur folgt, kurz
Physikalische Umkehrbarkeit.

In unserem Bild des Beobachterwechsels ist diese Definition einleuchtend. Natürlich sollen int-
rinsische Größen des physikalischen Systems, wie die Übergangswahrscheinlichkeiten, nicht von
der Wahl des Bezugssystems abhängen, und demnach unter Symmetrietransformationen invari-
ant bleiben. Umgekehrt sind die Übergangswahrscheinlichkeiten die einzigen Messgrößen, die
uns zur Verfügung stehen, um festzustellen, ob sich an einem quantenmechanischen System et-
was verändert hat.

Auf dem Projektiven Hilbertraum PH können wir diese Definition mit Hilfe der Wahrscheinlich-
keitsfunktion d : PH� PHÑ R aus Kapitel II schreiben. Sei also

T : PHÑ PH

eine Symmetrietransformation, dann werden die Bedingungen [SI] und [SII] zu:

[SI] Erhaltung der Übergangswahrscheinlichkeit.

TadTb � ad b @a,b P PH
[SII] Physikalische Umkehrbarkeit.

Zu jedem T existiert ein T�1, sodass T�1T � TT�1 � idPH und

T�1adT�1b � ad b @a,b P PH ;

Betrachten wir speziell nur normierte Repräsentanten physikalischer Zustände, so erhalten wir
Realisierungen der Symmetrietransformationen auf S8 � H. Wir wollen das auch in unserer
Notation kenntlich machen, und schreiben in diesem Fall:

T : S8{U p1q Ñ S8{U p1q
für die Symmetrietransformation. Die entsprechenden Gleichungen sind:

[SI] Tad Tb � ad b @a, b P S8{U p1q
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[SII] Zu jedem T existiert ein T�1, sodass T�1T � TT�1 � idS8{Up1q und

T�1ad T�1b � ad b @a, b P S8{U p1q .
DEFINITION III.2 (Quasiunitarität). Die erste Eigenschaft der Symmetrietransformation, die die
Erhaltung der Übergangswahrscheinlichkeit ausdrückt:

TadTb � ad b bzw. Tad Tb � ad b

bezeichnen wir kurz als Quasiunitarität.

2. Strukturgruppe des projektiven Hilbertraums

Im Allgemeinen wird eine Symmetrietransformation in der Quantenmechanik also durch eine
Gruppenwirkung

G� PHÑ PH

beschrieben. Es gibt demnach einen Gruppenhomomorphismus von G in die Strukturgruppe des
projektiven Hilbertraumes:

ρ : G Ñ SGpPHq � AutpPHq
g ÞÑ ρg � T pgq .

Dies hat natürlich Konsequenzen für die gesuchten Realisierungen auf dem linearen Raum H,
siehe dazu den nächsten Abschnitt.

Die Strukturgruppe des projektiven Hilbertraums pPH,dq resultiert, analog zu derjenigen all-
gemeiner projektiver Räume, aus der Projektion der Strukturgruppe des Hilbertraumes pH, x�|�yq
(vgl. Abschnitt 4 in Kapitel I). Sie kommt demnach aus denjenigen Transformationen, die neben
der Vektorraumstruktur von H auch das Skalarprodukt x�|�y : H �H Ñ C invariant lassen, eben
aus der unitären Gruppe UpHq.

SGpPHq � UpHq {C� .
Alles, was von den unitären Transformationen auf H nach der Projektion übrig bleibt ist also die
Erhaltung der Orthogonalität projektiver Strahlen, die wir ebenso durch die Invarianz der intrin-
sischen Struktur d : PH � PH Ñ R ausdrücken können. Dass die Transformationen, die dabei
herauskommen gerade die quasiunitären Abbildungen sind, liegt auf der Hand. Dass man aller-
dings auch den umgekehrten Weg gehen kann und aus den quasiunitären Abbildungen zwischen
projektiven Hilberträumen immer auch kompatible, semiunitäre Transformationen erhält, ist Ge-
genstand des Wigner-Theorems, das wir in Abschnitt 4 zitieren und in den folgenden Kapiteln
auf verschiedenste Weise untersuchen und beweisen werden (siehe Kapitel IV, V und VI).

3. Konsequenzen auf dem Raum der Repräsentanten

Wir wollen nun die Konsequenzen der Gruppenstruktur von Symmetrien für die Realisierungen
auf dem (linearen) Hilbertraum etwas genauer analysieren. Wir werden uns dabei den Begriffen
aus der Gruppenkohomologie bedienen. Eine knappe Einführung in die hier verwendeten Be-
grifflichkeiten für den Spezialfall der Gruppenkohomologie mit Koeffizienten in R findet man in
Anhang A. Zunächst wollen wir nun aber sagen, was wir unter einer solchen Realisierung auf
dem Hilbertraum H überhaupt verstehen.
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DEFINITION III.3 (Kompatibilität). Eine Abbildung A : H Ñ H heißt kompatibel zu einer Sym-
metrietransformation auf dem Raum der physikalischen Zustände, wenn folgendes gilt:
Der unter einer Symmetrie transformierte Zustand Ta � Ta wird genau dann durch den VektorAa P H
repräsentiert, falls der Vektor a P H den untransformierten Zustand a � a repräsentiert.
In Formeln also:

Aa P Ta @a P a .

DEFINITION III.4 (Quasiunitarität einer kompatiblen Abbildung). Ist die Abbildung A : HÑ H
kompatibel zu einer quasiunitären Abbildung A : PHÑ PH, so nennen wir auchA quasiunitär.
Insbesondere folgt dann natürlich|xAa|Aby|2}Aa}2 }Ab}2 � |xa|by|2}a}2 }b}2 @a, b P H .

Es sind also genau die kompatiblen Abbildungen, die die Wirkung der Symmetrietransformatio-
nen auf dem Hilbertraum beschreiben. Man definiert deshalb:

DEFINITION III.5 (Realisierung). Eine zu einer Symmetrietransformation T : PHÑ PH kompa-
tible Abbildung A : HÑ H heißt Realisierung dieser Symmetrietransformation auf H.

Nun, da wir gesagt haben, was wir unter der Realisierung einer Symmetrietransformation auf
dem Hilbertraum H verstehen, betrachten wir die Verknüpfung solcher Transformationen et-
was genauer. Wir beschränken uns dabei auf die normierten Repräsentanten von Zuständen,
betrachten also die Symmetrietransformationen T : S8{U p1q Ñ S8{U p1q und eine Realisie-
rung A pTq : H Ñ H dieser Transformationen auf dem Hilbertraum. Die Verknüpfung von zwei
Symmetrietransformationen wird dann in folgendem Diagramm dargestellt:

H

��

ApT1q //
ApT2qApT1q

--H
ApT2q //

��

H

��
S8{Up1q T1 //

T2T1

11S8{Up1q T2 // S8{Up1q
Offensichtlich führen sowohl A pT2qA pT1q, als auch A pT2T1q auf Repräsentanten des selben Zu-
stands rA pT2qA pT1q as � rA pT2T1q as @a P H .

Da nun aber die normierten Repräsentanten eines Zustands lediglich bis auf einen Phasenfaktor
bestimmt sind, erhalten wir daraus als Realisierung eine so genannte projektive Darstellung der
Symmetrietransformation auf dem Hilbertraum:

A pT2qA pT1q � eiφpT2,T1qA pT2T1q ,
die durch das Auftauchen einer zusätzlichen Phase φ : ρ pGq � ρ pGq Ñ R{2πZ in der Grup-
penmultiplikation charakterisiert wird. Dass diese projektive Phase nicht von dem Vektor a P H
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abhängt, folgt aus der Tatsache, dass wir die Realisierung A auf dem Hilbertraum immer semili-
near wählen können:1

eiφpa�bqA pT2T1q pa� bq � A pT2qA pT1q pa� bq� A pT2qA pT1q a�A pT2qA pT1q b
eiφpa�bqA pT2T1q a� eiφpa�bqA pT2T1q b � eiφaA pT2T1q a� eiφbA pT2T1q b ,

wonach also φpa�bq � φa � φb. Wir haben dabei insgeheim vorausgesetzt, dass es sich bei a
und b um zwei linear unabhängige Repräsentanten superponierbarer Zustände handelt. Dann
sind wegen der Semilinearität der Realisierung A pTq auch die Bilder A pT2T1q a und A pT2T1q b
linear unabhängig, und ein Koeffizientenvergleich macht tatsächlich Sinn.2 Setzen wir voraus,
dass die Gruppenwirkung von G auf PH � S8{Up1q effektiv ist, d.h. das einzige Element, das
trivial auf PH wirkt, ist die Einheit e P G. Dann ist die Abbildung ρ : G Ñ ρ pGq : gk ÞÑ Tk

injektiv, und wir haben eine eindeutige Beziehung zwischen Elementen der Gruppe G und den
Symmetrietransformationen auf PH. Die Phase φ pT2,T1q P R{2πZ induziert demnach auch eine
Abbildung aus G � G in die reellen Zahlen (modulo 2π). Diese Abbildung bezeichnen wir mit
dem selben Buchstaben:

φ : G�G Ñ R{2πZpg1, g2q ÞÑ φ pg2, g1q � φ pT2,T1q .
Natürlich wollen wir, dass A auch eine Realisierung der Gruppe G aufH im herkömmlichen Sin-
ne ist, die durch Hintereinanderausführung induzierte Verknüpfung zwischen den semilinearen
Transformationen A soll also assoziativ sein:

pA pg3qA pg2qqA pg1q � A pg3q pA pg2qA pg1qq .
Das führt vermittels der Schritte

pA pg3qA pg2qqA pg1q � A pg3q pA pg2qA pg1qq
eiφpg3,g2qA pg3g2qA pg1q � eiφpg2,g1qA pg3qA pg2g1q

eirφpg3,g2q�φpg3g2,g1qsA pg3g2g1q � eirφpg2,g1q�φpg3,g2g1qsA pg3g2g1q
auf eine Kozykelbedingung für die projektive Phase:3

φ pg3, g2q � φ pg3g2, g1q � φ pg3, g2g1q � φ pg2, g1q ô δ3φ � 0 .

1Diese Aussage ist ein Teil des Wigner-Theorems und wird später noch in aller Ausführlichkeit und auf verschiedenen
Wegen bewiesen.
2Der Hilbertraum der Repräsentanten aller Zustände zerfällt wegen der Superauswahlregeln in kleinere Unterräume von
Repräsentanten superponierbarer Zustände. Die Superauswahlregeln sind dabei aus dem Experiment bekannte Regeln,
die es verbieten Zustände unterschiedlicher Ladung Q, Baryonenzahl B, Leptonenzahl L oder Spinstatistik κ � p�1q2S

zu superponieren. Superponierbare Zustände, und mit ihnen die so genannten kohärenten Teilräume von H werden
demnach durch Zahlentupel pQ, B, L, κ, . . . q charakterisiert. Das spiegelt die Tatsache wieder, dass in der Natur lediglich
Teilchen mit eindeutig bestimmter Ladung, Baryonenzahl, Leptonenzahl und Spin-Statistik vorkommen.
3Die Äquivalenz (“ô”) folgt dabei aus der Definition der “äußeren Ableitung” δn in der Gruppenkohomologie (Definiti-
on A.2) im Anhang: �

δ3φ
� pg3, g2, g1q � φ pg2, g1q � φ pg3g2, g1q � φ pg3, g2g1q � φ pg3, g2q .
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Diese Bedingung ist natürlich trivial erfüllt, falls φ ein Korand ist:

(17) φ pg2, g1q � α pg2g1q � α pg2q � α pg1q ô φ � �δ2α .
In diesem Fall lässt sich aus A durch die Umdefinition

(18) AÑ A1 :� eiαA

eine ordinäre, nicht-projektive Realisierung machen. Wir haben nämlich:

A1 pg2qA1 pg1q � eαpg2qA pg2q eαpg1qA pg1q� eαpg2q�αpg1qeφpg2g1qA pg2g1q� eαpg2g1qA pg2g1q� A1 pg2g1q .
Wie im Anhang beschrieben, nennt man die projektive Phase φ : G�GÑ R{2πZ einen 2-Kozykel
und die Funktion α : G Ñ R{2πZ eine 1-Kokette der Gruppe G mit Werten in R{2πZ. Kann man
φ wie in Gleichung (17) aus einem 1-Kozykel erhalten, so nennt man φ einen 2-Korand. Die Be-
ziehungen zwischen Kozykeln und Korändern von Gruppen sind der Struktur nach die selben,
wie die aus der de Rham-Kohomologie bekannten Beziehungen zwischen geschlossenen und ex-
akten k-Formen. So kann man auch hier Kohomologiegruppen Hn pG,R{2πZq � Hn pG,R{Zq
bilden, die als Elemente Äquivalenzklassen kohomologer Kozykel enthalten (siehe Anhang A).4

Wir haben also:

BEDINGUNG III.6. Eine hinreichende Bedingung dafür, dass die projektiven Phasen beliebiger
Realisierungen einer Symmetrietransformation aufH zum Verschwinden gebracht werden kön-
nen, ist die Trivialität der zweiten Kohomologiegruppe der zugehörigen Gruppe G

H2 pG,R{2πZq � t0u .
BEWEIS. Ist die zweite Kohomologiegruppe der Gruppe G trivial, so ist das einzige Element

in H2 pG,R{2πZq die Äquivalenzklasse des trivialen 2-Kozykels φ0 � 0. Jeder 2-Kozykel von G

ist dann kohomolog zu diesem trivialen Kozykel, unterscheidet sich von diesem also lediglich
durch einen 2-Korand. Damit sind aber alle 2-Kozykel in G 2-Koränder. Man findet zu beliebigen
projektiven Phasen φ also immer einen 1-Kozykel α, der φwie in (17) erzeugt, das heißt φ � �δ2α,
und kann demnach eine projektive DarstellungA aufH immer in der Form (18) umdefinieren. �

Diese Bedingung ist natürlich nicht notwendig, da im Allgemeinen nicht alle denkbaren 2-Kozykel
der Gruppe G aus projektiven Phasen stammen. Es genügt schließlich, dass die durch projektive
Phasen induzierten 2-Kozykel der Gruppe G 2-Koränder sind.

In Abschnitt 2.7 des Buches “The Quantum Theory of Fields, I” von Steven Weinberg [Wei95b, S.
81 ff] macht der Autor deutlich, dass die projektive Phase einer Realisierung aufH der Ursprung
der so genannten Zentralladungen der entsprechenden Liealgebra von Erzeugenden der Trans-
formationen aufH sind. Weinberg nutzt diese Interpretation dazu aus, ein Theorem zu beweisen,
das besagt, dass die projektive Phase immer dann trivial gewählt werden kann, wenn beide der
folgenden Bedingungen erfüllt sind:

4Zwei Kozykel heißen kohomolog, wenn sie sich lediglich um einen Korand unterscheiden.
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(a) Die Zentralladungen können durch eine Umdefinition der Erzeugenden zum Ver-
schwinden gebracht werden.

(b) Die Gruppe ist einfach zusammenhängend.

Wir können an dieser Stelle nun aber die begründete Vermutung äußern, dass sich die oben be-
wiesene algebraische Bedingung III.6 für das Verschwinden der projektiven Phasen einer Reali-
sierung alleine aus der zweiten Bedingung (b) ergibt. Wir müssen dazu zeigen:

VERMUTUNG III.7. Die zweite Kohomologiegruppe H2 pG,R{2πZq ist trivial, falls die Gruppe G ein-
fach zusammenhängend ist, das heißt, wenn die Homotopiegruppen π0pGq und π1pGq der Liegruppe G
verschwinden:

π¤1pGq � 0 ñ H2 pG,R{2πZq � 0 .

BEWEISIDEE. 5 Zu einer beliebigen Gruppe G gibt es eine Faserung EG
{GÝÑ BG, ein so ge-

nanntes universelles G-Bündel, sodass EG eine zusammenziehbare Mannigfaltigkeit ist. Insbe-
sondere gilt dann πnpEGq � 0 @n. Zu dieser Faserung gibt es dann eine lange exakte Homoto-
piesequenz:

� � � Ñ πnpGq Ñ����πnpEGq Ñ πnpBGq Ñ πn�1pGq Ñ�����
πn�1pEGq Ñ � � � ,

aus der wir nach Konstruktion (πnpEGq � 0) und wegen der Exaktheit der obigen Sequenz Iso-
morphismen

πnpBGq � πn�1pGq @n P N

erhalten.

Nun sind nach Voraussetzung π0pGq � 0 � π1pGq, wonach also auch π1pBGq � 0 � π2pBGq.
Nach dem Satz von Hurewicz [Bre93, S. 475 ff] gilt dann für die HomologiegruppenH1 pBG,Zq �
0 � H2 pBG,Zq. Mit Hilfe von [Wei95a, Theorem 6.10.5] folgt daraus dann H1 pG,Zq � 0 �
H2 pG,Zq. Wir können dann ein universelles Koeffizienten-Theorem für die Gruppenkohomolo-
gie anwenden [Bro82, S.60]. Dieses liefert uns für ein G-Modul M , auf dem G trivial wirkt, die
kurze exakte Sequenz:

0 Ñ Ext1ZpHn�1 pG,Zq ,Mq Ñ Hn pG,Mq Ñ HompHn pG,Zq ,Mq Ñ 0 .

Für n � 2 folgt daraus, dass

0 Ñ(((((((((
Ext1ZpH1 pG,Zq ,Mq Ñ H2 pG,Mq Ñ(((((((((

HompH2 pG,Zq ,Mq Ñ 0 ,

also:
H2 pG,Mq � 0

für einen beliebigen G-Modul M , auf dem G trivial wirkt. Bei der Betrachtung der Gruppenko-
homologie in Anhang A hatten wir als G-Modul R, in obiger Bedingung III.6 hatten wir R{2πZ
als G-Modul und in beiden Fällen ist die Gruppenwirkung auf dem Modul trivial, es folgt also
die Behauptung. �

Eine Folge dieser Vermutung wäre dann, dass die erste Bedingung (a) des Theorems von Steven
Weinberg überflüssig ist.

5Die hier zusammengefasste Beweisidee erwuchs aus einer persönlichen Diskussion mit Jun.-Prof. Dr. Marc Nieper-
Wißkirchen, FB Mathematik, Johannes Gutenberg-Universität Mainz.
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Nach diesem Ausflug in die homologische Algebra kommen wir nun zurück zu dem Theorem,
das gewährleistet, dass wir beliebige Realisierungen von Symmetrietransformationen auf dem
Hilbertraum semiunitär wählen können.

4. Das Wigner-Theorem

Nachdem wir nun also wissen, was wir unter einer Symmetrietransformation verstehen, sind wir
in der Lage das Wigner-Theorem zu formulieren.

THEOREM III.8 (Wigner-Theorem). Eine Symmetrietransformation zwischen physikalischen Zustän-
den kann auf der Stufe der Repräsentanten, das heißt auf dem Hilbertraum H, immer als entweder uni-
tärer oder antiunitärer Operator dargestellt werden.

In der Sprache kommutativer Diagramme kann man das Wigner-Theorem wie folgt ausdrücken:

H
U //____

π
����

H

π
����

PH
T // PH

mit T quasiunitär und U semiunitär. Wir wollen also eine semiunitäre Hochhebung (“Lift”) U der
quasiunitären Abbildung T finden.

Wie bereits in Kapitel II bemerkt, gibt es verschiedene Darstellungen der Repräsentanten physi-
kalischer Zustände im Hilbertraum und dementsprechend auch verschiedene Vorgehensweisen
beim Beweis des Wigner-Theorems. Wir wollen in den folgenden Kapiteln drei dieser Vorgehens-
weisen gegenüberstellen.



KAPITEL IV

Beweis des Wigner-Theorems nach Weinberg

Wir orientieren unsere Ausführungen in diesem Kapitel an der Argumentation von Steven Wein-
berg [Wei95b, S. 91 ff], stellen aber der eigentlichen Konstruktion von Weinberg in Abschnitt 2
einige Bemerkungen voran, die uns auch in den folgenden Kapiteln hilfreich sein werden. Wein-
berg lässt in seinem Beweis des Wigner-Theorems im Gegensatz zu Bargmann (Kap. V) und zu
dem in Kapitel VI vorgestellten Beweis als Repräsentanten physikalischer Zustände lediglich nor-
mierte Vektoren zu. Um diesen Unterschied zu verdeutlichen schreiben wir für den Quotienten-
raum PH � pHz t0uq {C� in dem ganzen Kapitel S8{Up1q und für die Symmetrietransformation
konsequenterweise

T : S8{Up1q Ñ S8{Up1q .
Die Äquivalenzklassen sind in diesem Kapitel also die Orbits der Up1q auf der Sphäre, die wir,
wie zuvor, als Einheitskreise bezeichnen. Wir formulieren in dieser Beschreibung zunächst das
Wigner-Theorem:

THEOREM IV.1 (Wigner-Theorem in der Beschreibung durch Einheitskreise). Sei T : S8{U p1q Ñ
S8{U p1q eine Symmetrietransformation auf dem projektiven Hilbertraum, d.h.

[SI] T lässt die Übergangswahrscheinlichkeiten invariant:

Tad Tb � ad b @a, b P S8{U p1q .
[SII] zu T gibt es eine Inverse T�1, die ebenfalls die Übergangswahrscheinlichkeiten re-

spektiert
T�1ad T�1b � ad b @a, b P S8{U p1q .

Dann gibt es einen zu T kompatiblen Operator U auf H, das heißt

Ua P Ta ô a P a @a P H ,

der entweder unitär

U pαa� βbq � α pUaq � β pUbq @a, b P H; α, β P C

xUa|Uby � xa|by @a, b P H
oder antiunitär

U pαa� βbq � α pUaq � β pUbq @a, b P H; α, β P CxUa|Uby � xa|by @a, b P H
ist.

1. Vorbemerkungen

Um das Wigner-Theorem zu beweisen, müssen wir zum einen die Existenz einer kompatiblen Ab-
bildung U : HÑ H sicherstellen und zum anderen zeigen, dass U unitär bzw. antiunitär gewählt

51
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werden kann. Wir beweisen die Existenz durch die explizite Konstruktion einer kompatiblen Ab-
bildung U und rechnen dann nach, dass das so konstruierte U die geforderten Eigenschaften hat.
Es stellt sich heraus, dass die Schwierigkeit darin besteht eine semilineare, kompatible Abbil-
dung zu T zu finden. Wie die folgenden Vorbemerkungen, Lemmata und Korrolare zeigen, ist
der Schritt von der Semilinearität zur Semiunitarität ein kleiner.

Betrachten wir das Verhalten einer Orthonormalbasis (ONB) von H unter einer Symmetrietrans-
formation. Sei also I eine abzählbare Indexmenge und tbkukPI eine ONB von H.1 Nun definiert
jeder Basisvektor bk genau einen Einheitskreis bk. Diese orthogonalen Einheitskreise werden un-
ter T bijektiv (Eigenschaft [SII]) auf Einheitskreise tTbkukPI abgebildet, die wegen [SI] auch or-
thogonal sind. Wählen wir also beliebige Repräsentanten b̃k P Tbk, so erhalten wir eine zweite
abzählbare ONB

!
b̃k

)
kPI von H.

Wir haben also:

LEMMA IV.2. Sei tbkukPI eine abzählbare ONB von H mit zugehörigen Einheitskreisen bk, und sei
T : S8{U p1q Ñ S8{U p1q eine Symmetrietransformation.
Dann bilden beliebige Vektoren b̃k P Tbk eine zweite ONB

!
b̃k

)
kPI von H.

BEWEIS. Wir haben zum einen die Orthonormalität und zum anderen die Vollständigkeit der
Menge

!
b̃k

)
kPI zu zeigen.

(i) Orthonormalität: Aus der Quasiunitarität [SI] folgt für alle b̃i P Tbi, i P I :���Ab̃k|b̃lE���2 � |xbk|bly|2 � δkl ,

insbesondere also
���Ab̃k|b̃kE���2 � 1. Da aber für beliebige Vektoren a P H das Produktxa|ay ohnehin reell und positiv ist, gilt sogarA

b̃k|b̃lE � δkl .

Die
!
b̃k

)
bilden also ein Orthonormalsystem in H.

(ii) Vollständigkeit: Sei ã P ã � H ein Vektor, der senkrecht auf allen b̃k steht. Dann gilt für
einen beliebigen Vektor a aus dem Bild von ã unter T�1 wegen [SII]:

|xa|bky|2 � ���Aã|b̃kE���2 � 0 @k P I ,
was wegen }ã} � 1 im Widerspruch zur Vollständigkeit der tbkukPI steht. Es kann also
ein solches ã nicht geben.

�

KORROLAR IV.3. Jede zu einer Symmetrietransformation T : S8{U p1q Ñ S8{U p1q kompatible Ab-
bildung U : HÑ H bildet eine ONB von H auf eine ONB von H ab.

BEWEIS. Eine zu T kompatible Abbildung U erfüllt

Ua P Ta ô a P a @a P H .

Die Behauptung folgt damit direkt aus Lemma IV.2. �

1Die Existenz einer abzählbaren Orthonormalbasis zu H folgt aus der Tatsache, dass der in der Quantenmechanik be-
trachtete Hilbertraum separabel ist (vgl. Abschnitt II.2).
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FESTSTELLUNG IV.4. Eine semilineare Transformation, die eine ONB auf eine ONB abbildet, ist semi-
unitär.

BEWEIS. Sei also tbkukPI eine ONB des Hilbertraums H. Seien ferner a � °
kPI αkbk und

b � °
kPI βkbk zwei beliebige Vektoren ausH und σ : C Ñ C ein Körperautomorphismus. Für die

Bilder von a und b unter einer semilinearen Transformation S : HÑ H gilt:

S paq � ¸
kPI σ pαkqS pbkq und S pbq � ¸

kPI σ pβkqS pbkq ,
wobei die Menge tS pbkqukPI nach Voraussetzung ebenfalls eine ONB von H bildet. Das Skalar-
produkt von S paq und S pbq lässt sich also denkbar einfach berechnen:

xS paq |S pbqy � ¸
k,lPI σ pαkqσ pβlq xS pbkq |S pblqylooooooomooooooon�δkl � σ

�¸
kPI αkβk

� � σ pxa|byq
und damit ist S semiunitär. �

KORROLAR IV.5. Eine zu einer Symmetrietransformation T : S8{U p1q Ñ S8{U p1q kompatible,
semilineare Abbildung U : HÑ H ist semiunitär.

BEWEIS. Die Aussage folgt direkt aus Korrolar IV.3 und der Feststellung IV.4. �

Nach dem Korrolar IV.5 reicht es also aus, eine zu T : S8{U p1q Ñ S8{U p1q kompatible, semili-
neare Abbildung U : HÑ H zu konstruieren, um das Wigner-Theorem zu beweisen.

KORROLAR IV.6. Sei a � °
kPI αkbk P a ein Vektor aus dem Einheitskreis a, und ã � °

kPI α̃k b̃k P Ta

ein Vektor aus dem transformierten Einheitskreis Ta, dann folgt für die Beträge der Entwicklungskoeffi-
zienten aus der Eigenschaft [SI] der Symmetrietransformation T:

(19) |α̃k|2 � ���Ab̃k|ãE���2 � |xbk|ay|2 � |αk|2 .
Damit lässt auch jede zu T kompatible Abbildung U die Beträge der Entwicklungskoeffizienten bei einer
Entwicklung in kompatible Basen invariant.

VORSICHT. Auch wenn das Korrolar IV.6 eine Freiheit in den Phasen der Koeffizienten α̃k sug-
geriert, so können wir die Phasen der Koeffizienten dennoch nicht alle gleichzeitig frei wählen.
Die relativen Phasen der Koeffizienten eines Repräsentanten in einer vorgegebenen Basis sind
bereits durch die Zugehörigkeit zu einem bestimmten Einheitskreis festgelegt. Um die Darstel-
lung eines Repräsentanten a P a auszuwählen, reicht es aus, den Phasenfaktor eines einzigen
Koeffizienten festzulegen. Alle anderen Phasen folgen dann aus der Zugehörigkeit zum selben
Strahl. Schließlich unterscheiden sich zwei Repräsentanten des selben Einheitskreises, d.h. zwei
normierte Repräsentanten des selben Strahls, lediglich um einen globalen Phasenfaktor (vgl.
(12)).

Unsere Aufgabe ist es nun also die ohnehin gegebene Quasiunitarität, die sich in Korrolar IV.6
als Invarianz der Beträge der Entwicklungskoeffizienten zeigt, auf die beiden Spezialfälle der
Unitarität (α̃k � αk) bzw. Antiunitarität (α̃k � αk) einzuschränken. Dazu brauchen wir eine
weitere Bedingung, die wir aus der geforderten Additivität für U erhalten.
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2. Konstruktion nach Weinberg

Die hier vorgestellte Konstruktion von Steven Weinberg schließt (wie auch der im nächsten Kapi-
tel vorgestellte Beweis von Valerie Bargmann) eine Lücke in dem Orginalbeweis nach Wigner. Für
einen weitergehenden Vergleich dieser Konstruktionen sei an dieser Stelle aber auf das folgende
Kapitel (Abschnitt 3) verwiesen.

2.1. Festlegung der Phase und zweite Basis. Zunächst konstruieren wir eine Abbildung,
die additiv und R-homogen ist, da dies die beiden Eigenschaften sind, die lineare und antilineare
Abbildungen gemeinsam haben.

Wir betrachten dazu die einfachen Linearkombinationen

(20) ck � 1?
2
pb1 � bkq k � 1

mit Einheitskreisen ck � H. Ein beliebiger Vektor c̃k aus dem transformierten Strahl Tck lässt sich
dann nach der ONB

!
b̃l

)
lPI entwickeln:

(21) c̃k �¸
lPI γ̃klb̃l ,

mit den Entwicklungskoeffizienten γ̃kl P C. Das Korrolar IV.6 besagt dann, dass

|γ̃kk| � |γ̃k1| � 1?
2

und alle anderen Koeffizienten verschwinden:

(22) γ̃kl � 0 @l R t1, ku .
Führen wir also für die Koeffizienten Phasen ϕk ein, so hat ein beliebiger Repräsentant c̃k aus
dem transformierten Strahl Tck die Form:

c̃k � |γ̃k1| eiϕ1 b̃1 � |γ̃kk| eiϕk b̃k(23)

� 1?
2

�
eiϕ1 b̃1 � eiϕk b̃k

	
Wir wollen nun eine additive, R-homogene Abbildung U konstruieren, das bedeutet, wir wollen
die Phasen in (23) zum Verschinden bringen.Dazu konstruieren wir eine neue Basis von H, be-
züglich der wir dann die Repräsentanten in Tck ausdrücken. Man beachte dabei, dass die Phasen
der Koeffizienten in (23) nicht eindeutig sind. So ist beispielsweise

c̃k � 1?
2

�
eiϕ1 b̃1 � eiϕk b̃k

	
aber c̃m � 1?

2

�
eiϑ1 b̃1 � eiϑm b̃m

	
für eine Richtung m � k. Um nun eine eindeutig bestimmte Basis tb1lulPI von H zu konstruieren,
setzen wir für den ersten Vektor der Basis (völlig willkürlich):

b11 :� b̃1 .

Anschließend wählen wir Repräsentanten c1k P Tck, die dadurch bestimmt sind, dass in einer

Entwicklung nach der Basis
!
b̃l

)
lPI jeweils der Phasenfaktor bei b̃1 � b11 verschwindet. In unserem

Beispiel wird dadurch

c1k :� e�iϕ1 c̃k � 1?
2

�
b̃1 � eipϕk�ϕ1qb̃k	 und c1m :� e�iϑ1 c̃m � 1?

2

�
b̃1 � eipϑm�ϑ1qb̃m	 .
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Dabei sind die relativen Phasen pϕk � ϕ1q und pϑm � ϑ1q eindeutig durch die Zugehörigkeit zu
dem Einheitskreis Tck bzw. Tcm festgelegt. Wir erhalten also für l � 1 eine Menge von eindeutig
bestimmten Repräsentanten c1l P Tcl. Wir setzen dann

b1l :� ?
2c1l � b11 @l � 1

und erhalten eine eindeutig bestimmte Basis tb11, b1lulPIzt1u von H. In unserem Beispiel entspräche
das der Definition:

b1k :� eipϕk�ϕ1qb̃k und b1m :� eipϑm�ϑ1qb̃m .
In unserer so nun eindeutig definierten Basis tb1lulPI gilt dann nach Konstruktion:

c1l � 1?
2

�
b11 � b1l� .

Wir setzen

(24) Ubl :� b1l @l P I .
Es ist nun konsistent mit dieser Definition, wenn wir desweiteren

(25) Ucl :� c1l @l P Iz t1u
setzen. Wir haben dann:

U
�

1?
2
pb1 � blq� � 1?

2
pUb1 � Ublq @l P Iz t1u .

Wir haben also gesehen, dass es möglich ist, eine zu T kompatible, R-homogene, additive Abbil-
dung auf H zu definieren. Betrachten wir nun im nächsten Abschnitt, was aus den Bedingungen
(24) und (25) für die Transformation allgemeiner Vektoren in H folgt.

2.2. Die Wigner-Alternative. In diesem Abschnitt untersuchen wir nun die Wirkung des
Operators U auf allgemeine Vektoren. Da wir uns also nicht wie im letzten Abschnitt auf die
Transformation von Vektoren ck mit reellen Koeffizienten beschränken, können wir hier eine Un-
terscheidung zwischen dem linearen und dem antilinearen Fall erwarten.

Sei also c P S8 � H ein beliebiger, normierter Vektor mit zugehörigem Einheitskreis c. Dann
können wir c in der Basis tbkukPI entwickeln:

c � ¸
kPI γkbk γk P C .

Ein beliebiger Vektor aus dem transformierten Einheitskreis Tc, nennen wir ihn c1, kann nun nach
der ONB tUbkukPI entwickelt werden:

c1 � ¸
kPI γ1k Ubk .

Nach der Eigenschaft [SI] von T gilt für diese beiden Vektoren zum einen:

|xbl|cy|2 � ��@Ubl|c1D��2|γl|2 � ��γ1l��2 @l P I(26)



56 IV. BEWEIS DES WIGNER-THEOREMS NACH WEINBERG

���

��� ��� �
	��	����� ��� ��	���	 � �

������������
������� ����������� ��

�����
ABBILDUNG 1. Zur Veranschaulichung der Formeln (28) und (29)

und zum anderen (ck wie in (20))

|xck|cy|2 � ��@Uck|c1D��2|γ1 � γk|2 � ��γ11 � γ1k��2 @k P Iz t1u .(27)

Division der beiden Ergebnisse ergibt:|γ1 � γk|2|γ1|2 � |γ11 � γ1k|2|γ11|2����γkγ1
� 1

����2 � ����γ1kγ11 � 1
����2

1� 2Re
�
γk
γ1


� ����γkγ1

����2 � 1� 2Re
�
γ1k
γ11


� ����γ1kγ11
����2

und mit (26) folgt:

(28) Re
�
γk
γ1


 � Re
�
γ1k
γ11


 @k P Iz t1u .
Wiederum wegen (26) folgt hieraus (siehe Abb. 1):

(29) Im
�
γk
γ1


 � �Im
�
γ1k
γ11


 @k P Iz t1u .
Für k � 1 sind beide Gleichungen trivial erfüllt, d.h. beide Gleichungen gelten für alle k P I .

Die Forderung der Kompatibilität zu T : S8{U p1q Ñ S8{U p1q und die im Abschnitt 2.1 unter-
suchte Additivität und R-Homogenität führen also auf:

(30)
γ1k
γ11 � γk

γ1

oder

(31)
γ1k
γ11 �

�
γk
γ1



,

als mögliche Transformationsgleichungen für die Koeffizienten. Wir bezeichnen Gleichungen (30)
und (31) im Folgenden als Wigner-Alternative.
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2.3. Unabhängigkeit von Koeffizienten. Nach dem Ergebnis im letzten Abschnitt könnte
nun für ein k P I Gleichung (30) und für ein l P I , l � k Gleichung (31) Gültigkeit haben, dann
wäre U weder linear noch antilinear. Wir müssen also zeigen:

FESTSTELLUNG IV.7. Es gilt entweder γ1k
γ11 � γk

γ1
(30) für alle k P I , oder γ1k

γ11 � �
γk
γ1

	
(31) für alle k P I .

Dieser Schritt schließt die Lücke in Wigners Orginalbeweis, auf die wir zu Anfang dieses Ab-
schnitts hingwiesen hatten.

BEWEIS. Sei also γ1k
γ11 � γk

γ1
für mindestens ein k P I und sei γ1l

γ11 � �
γl
γ1

	
für ein l P I , l � k.

Damit das wirklich einen Unterschied macht seien ferner γk
γ1
, γlγ1 P CzR.

Wir führen diese Voraussetzung zum Widerspruch. Nehmen wir den Vektor

d � 1?
3
pb1 � bk � blq P H

mit Einheitskreis d. Nach (26) können sich die Koeffizienten eines beliebigen Vektors (entwickelt
in der Basis tUbkukPI aus dem transformierten Einheitskreis Td von denen eines Repräsentanten
aus dem untransformierten Einheitskreis nur um Phasenfaktoren δi P U p1q, i P t1, k, lu, unter-
scheiden. Da aus den Koeffizienten in d allerdings nur reelle Verhältnisse gebildet werden können,
die sich wegen (30, 31) bei einer Transformation nicht ändern, können sich alle drei Koeffizienten
höchstens um den selben Phasenfaktor δ (� δ1 � δk � δl) unterscheiden. Das heißt ein beliebiger
Vektor d1 aus dem transformierten Einheitskreis Td lässt sich wie folgt schreiben:

d1 � δ?
3
pUb1 � Ubk � Ublq , δ P U p1q .

Die Invarianz der Übergangswahrscheinlichkeiten [SI] liefert dann:

|xd|cy|2 � ��@d1|c1D��2|γ1 � γk � γl|2 � ��γ11 � γ1k � γ1l��2����1� γk
γ1

� γl
γ1

����2 � �����1� γk
γ1

� �
γl
γ1


�����
2

(32)

woraus man nach einer kleinen Rechnung folgert2:

(33) Im
�
γk
γ1



Im

�
γl
γ1


 � 0 .

Das bedeutet eines der beiden Koeffizientenverhältnisse muss reell sein, was aber unseren Vor-
aussetzungen widerspricht. Damit gilt entweder (30) für alle k P I oder (31) für alle k P I . �

Abhängig davon, welchen der beiden Fälle (30, 31) wir betrachten, können wir die Phase des
Vektors Uc P Tc so wählen, dass entweder γ11 � γ1, oder γ11 � γ1 gilt.

BEMERKUNG. Natürlich könnten wir die Phase des Vektors Uc auch anders wählen, was aber
lediglich in einem globalen Phasenfaktor λ P U p1q resultieren würde, den wir o.B.d.A. durch eine
Substitution U Ñ U 1 :� λU in die Transformation U hineinziehen können. Das ist Ausdruck der
Nicht-Eindeutigkeit von U . Wir wählen die sogenannte globale Phase des Vektors Uc also so, dass
ohne Beschränkung der Allgemeinheit λ � 1 gilt.

2Rechnung ist im Anhang B auf Seite 85 ausgeführt.
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Damit ist U für einen allgemeinen Vektor c P H definiert, und es gilt entweder:

(34) U

�¸
kPI γkbk

� � ¸
kPI γk pUbkq

oder

(35) U

�¸
kPI γkbk

� � ¸
kPI γk pUbkq

2.4. Unabhängigkeit von Vektoren. Damit U nun wirklich einen linearen oder antilinearen
Operator auf H definiert, muss U natürlich für alle Vektoren a P H linear oder antilinear sein.
Dazu müssen wir zeigen:

FESTSTELLUNG IV.8. Eine zu der Symmetrietransformation T : S8{U p1q Ñ S8{U p1q kompatible,
additive, R-homogene Abbildung U : HÑ H ist entweder linear, oder antilinear (auf ganz H).

Bevor wir mit dem eigentlichen Beweis dieser Aussage beginnen noch einige Vorbemerkungen.
Zu einer vorgegebenen, festen Transformation T kann man, dem letzten Abschnitt zu Folge, den
Hilbertraum in zwei Mengen einteilen. Es sei A � H die Menge aller Vektoren, die durch (34)
transformiert werden, und B � H die Menge der Vektoren, die mit (35) transformiert werden.
Wir hatten gezeigt, dass es für eine zu T kompatible, additive und R-homogene Abbildung U nur
diese beiden Möglichkeiten gibt. Das bedeutet:

AY B � H .

Sei nun a :� °
k αkbk P A und b :� °

k βkbk P B (αk, βk P C). Dann transformieren sich a und b

unter der Realisierung U der Symmetrietransformation T wie folgt:

U

�¸
k

αkbk

� � ¸
k

αk pUbkq P H
U

�¸
k

βkbk

� � ¸
k

βk pUbkq P H .

Die Übergangswahrscheinlichkeit zwischen den repräsentierten Zuständen muss natürlich inva-
riant bleiben:

|xb|ay|2 � |xUb|Uay|2�����¸
k

βkαk

�����
2 � �����¸

k

βkαk

�����
2

,(36)

und eine algebraische Umformung liefert die dazu äquivalente Bedingung:3

(37)
¸
kl

Impαkαlq Im�
βkβl

� � 0 .

Dies gibt Anlass zur Definition einer Indikatorfunktion

3Rechnung ausgeführt im Anhang B auf Seite 85.
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DEFINITION IV.9. Bezeichnen wir mit pαkq einen Vektor, der in der Basis tbkukPI die Entwick-
lungskoeffizienten αk hat, also pαkq :� °

kPI αkbk, so können wir durch

χ : H�H Ñ Rppαkq , pβkqq ÞÑ χ ppαkq , pβkqq :� °
kl Impαkαlq Im�

βkβl
�

eine Indikatorfunktion definieren, die nach obiger Herleitung folgende Eigenschaften hat: χ ppαkq , pβkqq � 0 ist gleichbedeutend mit der Aussage, dass pαkq und pβkq mit der
selben Gleichung (34) oder (35) transformiert werden müssen, da sonst die Invarianz
der Übergangswahrscheinlichkeit zwischen den repräsentierten Zuständen verletzt
wäre. Entsprechend ist χ ppαkq , pβkqq � 0 gleichbedeutend mit der Aussage, dass pαkq undpβkq nicht mit der selben Gleichung (34) oder (35) transformiert werden müssen.

Nun gibt es eine bestimmte Menge von Vektoren, für die (37), also χ � 0, trivial erfüllt ist, näm-
lich genau solche Vektoren, deren Koeffizienten bei einer Entwicklung in die Basis tbkukPI alle die
gleiche Phase haben.4 Für solche Vektoren macht es keinen physikalischen, d.h. messbaren, Unter-
schied, ob man nun die Transformationsvorschrift (34) oder (35) anwendet. Sie bilden demnach
die nicht leere Schnittmenge AX B (siehe Abbildung 2).5

� �
�������	��
�������������	������������
����� !�����#"$%��&"$�('*)+�,.-/����*��01��.
����32 4�5�6�7	5�8�5�9�:�5�;�<�=	9�5�6?>A@CB�D8 E 5 F 6�< E G E 6�5 F 9%<�9 F 6 H I =,9 J/E 5�9*< K 5�9.8�5�6 L

M�N�O�P	NRQ�N�ST�N�U�V�W,S.N�O�XZYC[�\] N�^_Q�N�O�N�O�N#`%U,N�^!O�N�O
a�bdc `�^�Ufe$g!^!`.h b N�O�ijO�V�N�S.`.h b ^�N#Qk e	h b V#\�W ] `*^!Nlg�^!O�N�e,S�\WdQ�N�Sje$O�V�^!g!^�O�N#e$SV�S&e$O(`*m+W,S k ^�N�S*Vn N�S.Q�N�O3o

prq srt

ABBILDUNG 2. Mengenverhältnisse der Vektoren in H bezüglich der Transfor-
mationseigenschaften.

Im folgenden schränken wir unsere Betrachtungen auf die Menge

D :� pAY Bq z pAX Bq � DA 9YDB
mit DA :� Az pAX Bq und DB :� Bz pAX Bq ein. Das ist möglich, da wir für Vektoren c P A X B
ohne Beschränkung der Allgemeinheit eine der beiden Transformationen (34/35) wählen können,
ohne die Erhaltung der Übergangswahrscheinlichkeit [SI] zu verletzen.

Auf D kann man nun mit Hilfe der Indikatorfunktion χ (Definition IV.9) eine Äquivalenzrelation
definieren:

4Wenn alle tαku die gleiche Phase haben, so ist:

αkαl � |αk| |αl| e�iφeiφ � |αk| |αl| P R ,

also Impαkαlq � 0 @k, l. Entsprechendes gilt für die tβku.
5Welche Vektoren sich in der Schnittmenge A X B befinden, hängt natürlich von der gewählten Basis ab. Schließlich
hängen die Entwicklungskoeffizienten von der gewählten Basis ab.
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FESTSTELLUNG IV.10. Seien a :� pαiq P D und b :� pβiq P D zwei beliebige Vektoren aus D. Dann
wird durch

a � b ô χ pa, bq � 0

eine Äquivalenzrelation � auf D definiert.

BEWEIS. Nach der Definition IV.9 ist χ pr, sq � 0 gleichbedeutend mit der Aussage, dass r und
smit der selben Gleichung, entweder (34) oder (35), transformiert werden. Nach der Konstruktion
der MengenA und B ist das wiederum gleichbedeutend mit der Aussage, dass entwerder r, s P A
oder r, s P B gilt. Nun haben wir aber ohnehin r, s P D, demnach ist r � s auch gleichbedeutend
damit, dass entweder

r, s P D XA � DA oder r, s P D X B � DB .
Man kann also die Relation � als Zugehörigkeit zu disjunkten Mengen ausdrücken, damit folgen
sofort Reflexivität, Symmetrie und Transitivität der Relation �. Es handelt sich demnach um eine
Äquivalenzrelation, wobei die MengenDA undDB die Äquivalenzklassen dieser Relation� sind.

�

Nach diesen Vorüberlegungen kommen wir nun zum eigentlichen Beweis der Feststellung IV.8.

BEWEIS. Wir bemerken zunächst, dass die Feststellung IV.8 nach den obigen Vorüberlegun-
gen gleichbedeutend ist mit der Aussage, dass zu einer festen Transformation T entweder DA �H oder DB � H sein muss. Ist nämlich DB � H so ist H � A, und alle Vektoren werden mit (34)
transformiert, und umgekehrt. Wir führen auch hier wieder die gegenteilige Aussage zum Wider-
spruch. Sei also DA � H und DB � H, dann gibt es Vektoren a :� pαkq P DA und b :� pβkq P DB,
die die Gleichung (37) nicht trivial erfüllen, und dennoch mit unterschiedlichen Realisierungen
(34/35) transformiert werden. Wir können in diesem Fall allerdings einen Vektor pεkq P H kon-
struieren, der gleichzeitig

(38) χ ppεkq , pαkqq �¸
kl

Impεkεlq Impαkαlq � 0

und

(39) χ ppεkq , pβkqq �¸
kl

Impεkεlq Im�
βkβl

� � 0

erfüllt. Aus a P DA folgt, dass es unter den Entwicklungskoeffizienten tαku von a mindestens ein
Paar pαk, αlq gibt, die unterschiedliche Phasen haben. Entsprechend folgt aus b P DB, dass es intβmu mindestens ein Paar pβm, βnq gibt, sodass βm und βn unterschiedliche Phasen haben.

Nehmen wir das Paar pαk, αlq. Offensichtlich ist α�kαl R R, und für β�kβl gibt es zwei Möglichkei-
ten:

Falls β�kβl R R wählen wir εi � 0 @i R tk, lu und εk und εl beliebig aber mit verschiedenen
Phasen. Dann sind beide Ungleichnungen (38, 39) erfüllt.

Falls β�kβl P R: so gibt es immernoch ein Paar pβm, βnq, sodass β�mβn R R, für diesen Fall sind
wieder zwei Unterscheidungen zu machen:
Falls α�mαn R R wählen wir εi � 0 @i R tm,nu und εm und εn mit verschiedenen

Phasen. Wieder sind beide Ungleichnungen (38, 39) erfüllt.
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Falls α�mαn P R: wählen wir εi � 0 @i R tk, l,m, nu und εk, εl, εm und εn alle mit
verschiedenen Phasen. Und auch der so gewählte Vektor e � °

i εibi erfüllt
beide Ungleichnungen (38, 39).

Wir erhalten auf diese Art also immer einen Vektor e � °
i εibi, der die beiden Ungleichungen

(38) und (39) gleichzeitig erfüllt.

Aus (38) folgt dann, dass e � a; aus (39) folgt, dass e � b. Aufgrund der Transitivität der Äquiva-
lenzrelation �, folgt daraus a � b. Damit gilt also entweder

a, b P DA oder a, b P DB .
Das ist ein Widerspruch zu

a P DA und b P DB .
Falls es also zu einer festen Transformation T einen Vektor a P DA gibt, so ist DB � H und
umgekehrt. Im ersten Fall wäre dann H � A und im zweiten H � B. �

2.5. Schluss. Die Semilinearität der durch (24) kompatiblen Abbildung U : HÑ H ist damit
nachgewiesen, und aus dem Korrolar IV.5 folgt dann die Semiunitarität von U , wir können dies
aber auch nochmals explizit nachrechnen.

Wenden wir die Transformationsvorschrift (34) an, so ergibt sich für beliebige a, b P H, η, χ P C:

U pηa� χbq � U

�
η
¸
k

αkbk � χ
¸
l

βlbl

�

� U

�¸
k

tηαk � χβku bk�
� ¸

k

tηαk � χβku pUbkq
� η

¸
k

αk pUbkq � χ
¸
k

βk pUbkq
� η pUaq � χ pUbq ,

außerdem erhalten wir aus (34):

xUa|Uby � C
U

�¸
k

αkbk

� |U �¸
l

βlbl

�G

� C¸
k

αk pUbkq |¸
l

βl pUblqG
� ¸

kl

αkβl xUbk|Ublyloooomoooon�δkl� ¸
k

αkβk

� xa|by ,
das heißt U ist unitär.
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Wenden wir hingegen die Transformationsvorschrift (35) an, so folgt zum einen:

U pηa� χbq � U

�
η
¸
k

αkbk � χ
¸
l

βlbl

�

� U

�¸
k

tηαk � χβku bk�
� ¸

k

tηαk � χβku pUbkq
� η

¸
k

αk pUbkq � χ
¸
k

βk pUbkq
� η pUaq � χ pUbq ,

und zum anderen

xUa|Uby � C
U

�¸
k

αkbk

� |U �¸
l

βlbl

�G

� C¸
k

αk pUbkq |¸
l

βl pUblqG
� ¸

kl

αkβl xUbk|Ubly
� ¸

kl

αkβl

� xa|by ,
das heißt U ist antiunitär.

QED



KAPITEL V

Beweis des Theorems nach Bargmann

Valentine Bargmann [Bar64] hält sich bei seinem Beweis des Wigner-Theorems weitgehend an
die Konzepte des Originalbeweises von E. Wigner [Wig31, S. 251-254] und wir werden bei der
Analyse des Beweises feststellen, dass auch der im letzten Kapitel vorgestellte Beweis von Ste-
ven Weinberg [Wei95b] zum Teil Ähnlichkeiten mit diesem Beweis hat. Was diese Analyse aller-
dings insbesondere interessant macht, sind die Ähnlichkeiten der Vorgehensweise von Bargmann
(und Wigner) zu dem in Kapitel I präsentierten Beweis des Hauptsatzes der projektiven Geome-
trie nach Emil Artin [Art57]. Obwohl Bargmann nicht von einer projektiven Beschreibung des
Wigner-Theorems ausgeht, so verwendet er offensichtlich trotzdem eine der projektiven Geome-
trie verwandte Argumentationsweise, ohne jedoch die Definitionen und Sätze der projektiven
Geometrie zu Hilfe zu nehmen.

Das Hauptziel dieses Kapitels ist die Analyse der Struktur des Beweises von Bargmann. Es wer-
den deshalb nach der Diskussion der Konstruktion von Valentine Bargmann in den ersten bei-
den Abschnitten im dritten Abschnitt die Unterschiede und Gemeinsamkeiten der vier Beweise
von Artin, Bargmann, Weinberg und Wigner aufgezeigt. Ein Vergleich der Beweise des Wigner-
Theorems mit dem des Hauptsatzes der projektiven Geometrie wird erst dadurch möglich, dass
sich das Problem der Konstruktion einer kompatiblen, semiunitären Abbildung auf das Problem
der Konstruktion einer kompatiblen semilinearen Abbildung reduzieren lässt. Dies geschieht bei
Weinberg und Bargmann allerdings interessanterweise aufgrund verschiedener Argumente (s.u.).

1. Vorbemerkungen

Eugen Wigner betrachtet in dem Orginalbeweis des Theorems Up1q-Orbits aufH als Äquivalenz-
klassen, sagt aber explizit, dass er nur den normierten Repräsentanten eine physikalische Inter-
pretation zuweist. Bargmann übernimmt diese Unterteilung und bezeichnet die entsprechenden
Äquivalenzklassen als Strahlen (“rays”, [Bar64, Abschnitt 1.1]). Diese “Bargmann-Strahlen” un-
terscheiden sich jedoch von den Strahlen (1), die wir aus der projektiven Geometrie kennen. Um
Verwechslungen vorzubeugen, werden wir deshalb diese Up1q-Orbits auf H als Kreise bezeich-
nen. Es liegt in dieser speziellen Beschreibungsweise aber auch ein wichtiger Vorteil. Wir wer-
den weiter unten sehen, dass man aus der Wigner-Bargmann’schen Beschreibung fast direkt den
Körperautomorphismus bekommt. Wigner selbst betrachtet keinen Körperautomorphismus, er
gelangt in seinen Betrachtungen, ähnlich wie Weinberg, zu der “Wigner-Alternative” (vgl. IV.2.2)
und schließt dann den antiunitären Fall (letztlich weil er eine Zeitumkehr enthält) aus. Eine weite-
re Sache, die den hier zu diskutierenden Beweis von Bargmann von allen anderen hier vorgestell-
ten Beweisen (den Orginalbeweis von Wigner eingeschlossen) unterscheidet, ist, dass Bargmann
seine gesamte Konstruktion ohne Hilbertraumbasis durchführt. Wir kommen auf diesen Punkt
später noch einmal zurück, betrachten zunächst aber die Konsequenzen aus der Betrachtung von
Up1q- statt C�-Orbits auf H.

63
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Kreise sind also Äquivalenzklassen der Relation

a � b ô Dµ P Up1q : a � µb ,

und wir schreiben für diese:

(40) a � ras �  
a1 P H : a1 � µa, µ P Up1q( .

In diesem Kapitel meinen wir mit ras grundsätzlich die Bargmann-Strahlen, und sagen es explizit
dazu, wenn wir mit ras einen C�-Orbit meinen. Es ist dann also a � ras ein Element in H{Up1q,
diesen Elementen a � ras P H{Up1q kann man nun eine positive Länge, einen Radius, zuordnen:

|a| � |ras| :� }a} .
Die Definition ist sinnvoll, da die Norm der Repräsentanten eines Kreises eine wohldefinierte
Funktion auf H{Up1q ist. Zum einen gehören Vektoren unterschiedlicher Norm in H zu unter-
schiedlichen Äquivalenzklassen (40), und zum anderen hängt die Norm eines Vektors nicht von
einem globalen Phasenfaktor vor demselben ab.

Nun kann man jeden Vektor a P H als a � ρe schreiben, mit ρ � }a} P R� dem Radius und e � a}a}
einem Einheitsvektor. Wir haben dann

ras � rρes � ρ res und |rρes| � ρ @ρ P R� ,
und insbesondere folgt auch für komplexe Faktoren λ � |λ| eiϕ P C:

raλs � �
a |λ| eiϕ� � ra |λ|s � ras |λ| @λ P C, @a P H .

Für den Radius ρ � 1 stimmen diese Kreise mit den Äquivalenzklassen bei Weinberg überein, die
wir bereits in Kapitel II als Einheitskreise eingeführt hatten.

Diese Herangehensweise macht es nun möglich - und auch notwendig, die Symmetrietransfor-
mation T : S8{Up1q Ñ S8{Up1q, die in Kapitel III für Einheitskreise, also Bargmann-Strahlen mit
Radius Eins, definiert wurden, auf Kreise mit beliebigem Radius auszuweiten.1 Diese (fast kano-
nische) Erweiterung übernimmt Bargmann aus dem Orginalbeweis von E. Wigner, er definiert
T : H{Up1q Ñ H{Up1q durch

T rρes :� ρT res @e P S8, @ρ P R�
(vgl. [Bar64, Abschnitt 2] bzw. [Wig31, S. 251]). Wegen res ,T res P S8, und rρes � ρ res folgt
daraus, dass T den Radius respektiert:

(41) |T ras| � |T rρes| � |ρT res| � ρ � |ρ res| � |rρes| � |ras| .
BEMERKUNG. Aus projektiver Sicht wird diese Verallgemeinerung dadurch gerechtfertigt, dass
der Radius der Sphäre, die wir in I.1.1 bzw. II.4.1 dazu verwendet hatten, uns das “Aussehen”
eines projektiven Raumes zu verdeutlichen, natürlich für das Aussehen keine Rolle spielt. Kurz
gesagt gilt für jede Sphäre S8ρ � H vom Radius ρ natürlich auch:

PH � S8ρ {Up1q @ρ P R� .
1Bargmann geht von einer etwas allgemeineren Definition der Symmetrietransformation aus, er betrachtet Abbildungen
zwischen zwei Vektorräumen H und H1, und geht deshalb nur von einer injektiven Abbildung aus. Wir wählen hier
allerdings H1 � H und setzen Bijektivität voraus, was für die konzeptuellen Überlegungen, die wir in diesem Kapitel
anstellen wollen, aber keine wesentliche Einschränkung ist.
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ABBILDUNG 1. Der komplexe Strahl, hier dargestellt als zweidimensionale reel-
le Ebene, wird bei Wigner (und Bargmann) in kleinere Äquivalenzklassen
(Kreise) unterteilt. Die “radiustreue”, verallgemeinerte Abbildung
T : H{Up1q Ñ H{Up1q respektiert diese Äquivalenzklassen.

Bargmann betrachtet also, wie auch Wigner selbst, alle diese Sphären gleichzeitig, und erhält
daraus eine “radiustreue” Abbildung T : H{Up1q Ñ H{Up1q (siehe Abbildung 1).

Nehmen wir also eine zu T bezüglich der Äquivalenzklassen (40) kompatible AbbildungU : HÑ
H, also

T ras � rUas @a P H ,

so ist diese wegen der speziellen Konstruktion bereits normtreu (vgl. (41)):2

(42) }Ua} � |rUas| � |T ras| � |ras| � }a}
(vgl. [Bar64, Gl. 8]). Hierin liegt nun die Ursache, warum sich Bargmann, wie Weinberg, auf die
Konstruktion einer semilinearen Abbildung U : H Ñ H beschränken darf. Schließlich ist eine
normtreue, semilineare Abbildung bereits semiunitär.3

Die Wigner-Bargmann’sche Sichtweise hat nun, wie bereits angesprochen, den Vorteil, dass hier
eine Körperabbildung σa : C Ñ C gleich mitgeliefert wird, es ist nämlich

rU paλqs � T raλs � T ra |λ|s � T ras |λ| � rUas |λ| � rUa |λ|s @λ P C ,

2Definieren wir aufH durch
d pa, bq :� }a� b}

eine Metrik, so drückt Gleichung (42) insbesondere aus, dass jede zu T kompatible Abbildung eine Isometrie aufH ist.
3Man beachte die unterschiedlichen Sichtweisen. Weinberg konnte sich auf die Konstruktion einer semilinearen Abbil-
dung beschränken, da er wusste, dass jede zu T kompatible Abbildung eine ONB auf eine ONB abbildet, und demnach
jede kompatible, semilineare Abbildung bereits semiunitär ist (vgl. Korollar IV.5). Für Bargmann folgt das selbe aus der
Normtreue einer beliebigen zu T kompatiblen Abbildung.
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und demnach gibt es einen Phasenfaktor eiϕ P Up1q, sodass

U paλq � Ua |λ| eiϕpa,λq .
Wir haben demnach die folgende:

FESTSTELLUNG V.1. Zu einer beliebigen, kompatiblen Abbildung U : H Ñ H (für die die Bilder
Ua P H natürlich schon festgelegt sind) gibt es eine Körperabbildung σa : C Ñ C, die von der Abbildung
U durch die Gleichung

U paλq � pUaqσa pλq @a P H
festgelegt ist.a

Einige der Eigenschaften von σa : C Ñ C können wir daraus unter Berücksichtigung der Normtreue
(42) direkt ablesen:

(43) σa p0q � 0 , σa p1q � 1 und |σa pλq| � |λ| @a P H
(vgl. [Bar64, Gl. 8a]).

aFür den obigen Fall wäre also σa pλq :� |λ| eiϕpa,λq.
Von der Körperabbildung σa : C Ñ C muss später dann noch gezeigt werden, dass sie tatsächlich
ein Körperautomorphismus ist (siehe 2.2).

Wir müssen nun noch sagen, wie die Erhaltung der Übergangswahrscheinlichkeit, ausgedrückt
durch die Invarianz unter der Abbildung d : S8{U p1q � S8{U p1q Ñ R� für die Kreise aussieht.
Seien a � ρea und b � τeb, wir definieren:

ras d rbs � rρeas d rτebs :� ρτ preas d rebsq @ρ, τ P R� ,
und erhalten die Verallgemeinerungd : H{U p1q�H{U p1q Ñ R�, die wir mit dem selben Symbol
bezeichnen. Es folgt direkt, dass die verallgemeinerte Symmetrie T diese Struktur respektiert:

T rρeas dT rτebs � ρτ pT reas d T rebsq � ρτ preas d rebsq � rρeas d rτebs @ρ, τ P R�@ea, eb P S8 ,

also

(44) T ras dT rbs � ras d rbs @a, b P H .

Schreiben wir diese Gleichung auf der Stufe der Repräsentanten, so gilt:

ras d rbs � ρτ preas d rebsq � ρτ |xea|eby| � |xρea|τeby| � |xa|by| @ρ, τ P R� ,
und somit

(45)
��@a1|b1D�� � |xa|by| @a1 P T ras , b1 P T rbs .

Für spätere Referenzen zitieren wir an dieser Stelle noch das in [Bar64, Abschnitt 3.1] bewiesene
Lemma. Es ist das Analogon zu Korrolar IV.6 bei Weinbergs Beweis.
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LEMMA V.2. Seien tfku, mit k P t1, . . . ,mu, m orthonormale Einheitskreise, das bedeutet

fk d fl � δkl .

Dann bilden beliebige Vektoren fk P fk und f 1k P Tfk jeweils ein Orthonormalsystem, d.h.

xfk|fly � δkl und
@
f 1k|f 1lD � δkl .

Sei nun ferner a � °m
k�1 αkfk P H. Dann hat ein beliebiger Vektor a1 P T ras eine Darstellung als:

a1 � m̧

k�1

α1kf 1k mit
��α1k�� � |αk| .

BEWEIS. 4 Der erste Teil der Aussage folgt wie im ersten Teil des Beweises von IV.2 aus der
Quasiunitarität von T

��
S8 � T, und aus der Tatsache, dass xa|ay P R� @a P H (vgl. auch Lemma

IV.2). Der Beweis des zweiten Teils kann sehr kurz gefasst werden, er folgt sofort aus Gleichung
(45): ��α1k�� � ��@f 1k|a1D�� � ��@f 1k|a1D�� � |αk| .

�

2. Konstruktion nach Bargmann

Betrachten wir nun die Konstruktion der zu T : H{Up1q Ñ H{Up1q kompatiblen, semilinearen
Abbildung, wie sie von Bargmann geführt wird.

2.1. Festlegung der Phase. Wir wählen einen beliebigen, dann aber für die weitere Konstruk-
tion festen Einheitsvektors e P H und einen Vektor e1 P T res, und legen fest, dass der normierte
Vektor e1 das Bild von e unter der zu konstruierenden kompatiblen Abbildung U sei

(A) Ue :� e1
(vgl. [Bar64, Gl. A]). Dann betrachten wir, was daraus für die Abbildung der Vektoren im ortho-
gonalen Komplement eK von e folgt.5 Wir betrachten dazu Vektoren der Form a � e�z mit z P eK.
Sei a � ras � H der zugehörige Up1q-Orbit. Wir definieren f :� z}z} und erhalten ein Orthonor-
malsystem te, fu wie in Lemma V.2. Sei dann f 1 P T rf s ein normierter Repräsentant (vgl. (41))
des transformierten Kreises. Dann lässt sich nach dem Lemma V.2 ein beliebiger Vektor aus dem
Bildkreis Ta in der Form:

α1Ue� β1f 1 P Ta mit
��α1�� � 1,

��β1�� � }z} .
schreiben. Der VektorUe�pα1q�1

β1f 1 ist ein Element des selben Kreises. Im Gegensatz zum ersten
ist dieser aber eindeutig bestimmt. Zum einen liegt die relative Phase der beiden Summanden
durch die Zugehörigkeit zu dem Kreis Ta fest, und zum anderen haben wir die globale Phase

4Bargmann zeigt das Lemma auf recht kompliziertem Weg, wie präsentieren deshalb hier einen kürzeren Beweis.
5Wir verwenden hier, anders als Bargmann, das Symbol eK für das orthogonale Komplement des von e aufgespannten
eindimensionalen Unterraums vonH.
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so gewählt, dass der erste Summand die Phase des bereits festgelegten Vektors e1 � Ue hat. Wir
können demnach das Bild von a unter der zu konstruierenden Abbildung U als

Ua :� Ue� �
α1��1

β1f
wählen. Da diese Konstruktion für beliebige z P eKauf ein eindeutiges Ergebnis e� z ÞÑ U pe� zq
führt, definiert dies eine Abbildung V : eK Ñ eK mit V z :� pα1q�1

β1. Für Vektoren der Form e�z
ist U dann eine additive Abbildung:

(B) U pe� zq :� Ue� V z @z P eK

(C) Uz :� V z @z P eK
(vgl. [Bar64, Gl. B,C]).

An dieser Stelle sei nun nochmals darauf hingewiesen, dass sich Bargmann während der ge-
samten Konstruktion von U auf keine Basis in H festlegt. Die Grundidee ist dabei die folgende.
Wählen wir eine beliebige Richtung e inH, dann lässt sich jeder Vektor a P H, auch wenn er nicht
in dieser Richtung liegt, durch eine Linearkombination aus zwei Vektoren ausdrücken:

a � αe� z ,

mit einem günstig gewählten z P eK. Kurz gesagt spannen die beiden Vektoren te, au einen zwei-
dimensionalen Unterraum von H auf, in dem man mittels des Gram-Schmidt’schen Orthogona-
lisierungsverfahrens ein Orthogonalsystem te, zu konstruieren kann, in dem sich jeder weitere
Vektor dieser Ebene, also insbesondere auch a, darstellen lässt. Hier ist beispielsweise α � xe|ay
und z � a � xe|ay e. Den Fall α � 1 haben wir oben bereits behandelt. Nun betrachtet Bargmann
den Fall α � 0, also die Abbildung V � U

��
eK auf dem orthogonalen Komplement zu e.

2.2. Die Abbildung auf dem orthogonalen Komplement. Sei nun die Abbildung

V : eK Ñ �
e1�K

durch die Konstruktion im letzten Abschnitt festgelegt. Bargmann zeigt die Eigenschaften dieser
Abbildung auch wieder nur für Linearkombinationen aus zwei Vektoren, wie oben für H legt
Bargmann nun auch in eK einen normierten Vektor f1 P eK fest, jeder weitere Vektor b P eK lässt
sich dann wieder als Linearkombination

b � α1f1 � α2f2

mit geeignet gewähltem f2 P eK schreiben (vgl. [Bar64, Abschnitt 4.3]). Nun haben wir die Abbil-
dung U

��
eK � V : eK Ñ pe1qK bereits im letzten Abschnitt festgelegt, und können die Feststellung

V.1 für die Abbildung V auf dem Hilbertraum eK anwenden. Es gibt dann also eine Körperabbil-
dung σb : C Ñ C, die durch

(46) V pbλq � pV bqσb pλq @b P eK
festgelegt ist,6 und zusätzlich die Eigenschaften (43) hat (vgl. [Bar64, Gl. 14]).

6Für die beiden Abbildungen σf1 und σf2 werden wir, analog zu Bargmann die Abkürzungen σ1 bzw. σ2 verwenden.
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Als erstes rechnet Bargmann nach, dass es sich bei σb wirklich um einen Körperautomorphismus
handelt. Da er sich auf den Körper der komplexen Zahlen beschränkt, ist das am einfachsten
möglich, indem man nachweist, dass σb entweder die Identität id oder die komplexe Konjugation
id ist. Wegen der Quasiunitarität (45) einer beliebigen kompatiblen Abbildung gilt nun

(47) |xV w|V xy|2 � |xw|xy|2 @w, x P eK ,
und insbesondere folgt aus (B):

(48)
��@e1 � V w|e1 � V x

D��2 � |xe� w|e� xy|2 @w, x P eK .
Aus diesen beiden Gleichungen erhält man analog zu der Herleitung der Wigner-Alternative bei
Weinberg (vgl. Formeln (26) und (27)) bereits das gewünschte Ergebnis:��@e1 � V w|e1 � V x

D��2 � |xe� w|e� xy|2|1� xV w|V xy|2 � |1� xw|xy|2
1� 2RepxV w|V xyq � |xV w|V xy|2 � 1� 2Repxw|xyq � |xw|xy|2

und somit

(49) RepxV w|V xyq � Repxw|xyq @w, x P eK .
Aus (47) und (49) überlegt man sich dann leicht (vgl. Abbildung 1 in Kapitel IV), dass

(50) xV w|V xy � xw|xy falls xw|xy P R .

Setzen wir nun speziell w � αfk und x � βfk (k P t1, 2u), so folgt wegen (46):

RepxV pαfkq |V pβfkqyq � Repxαfk|βfkyq
Re

�
σk pαqσk pβq	 � Repαβq(51)

und wegen (43) folgt daraus für α � 1:

(52) Repσk pβqq � Repβq @β P C

(vgl. [Bar64, Gl. 15a]).

Aus der Invarianz des Betrages unter σk (43) und der Invarianz des Realteils (52) folgt dann
sofort7

σk pβq � β oder σk pβq � β @β P C ,

also:

(53) σk � id oder σk � id

(vgl. [Bar64, Gl. 17]). Damit ist also nachgewiesen, dass es sich bei σk tatsächlich um einen Köpe-
rautomorphismus handelt. Gleichung (53) entspricht der Wigner-Alternative (30)/(31).

Da nun Bargmann die Wigner-Alternative nicht wie Weinberg direkt aus den Linearkombina-
tionen, sondern aus der Erweiterung der Symmetrietransformation erhält, muss er noch zeigen,

7Bargmann zeigt das etwas umständlich in Abschnitt 4.6, man sieht das aber sehr schnell anhand von Abbildung 1 im
vorigen Kapitel IV ein.
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dass sich die Koeffizienten einer Linearkombination in f1 und f2 tatsächlich mit σk transformie-
ren, dass also

(54) V

�
2̧

k�1

αkfk

� � 2̧

k�1

σk pαkqV fk .
BEWEIS. Der Fall αk � 0 ist trivial, sei also αk � 0. Sei nun x � °2

k�1 αkfk, dann ist nach
dem Lemma V x � °2

k�1 α
1
kV fk und die Koeffizienten α1k erhalten wir aus folgender Überlegung,

es ist: @
αk

�1fk|xD � @
αk

�1fk|αkfkD � 1 P R . keine Summation!

und aus (50) folgt dann:

1 � @
V
�
αk

�1fk
� |V xD � @

σk
�
αk

�1
�
V fk|α1kV fkD � σk

�
α�1
k

�
α1k ,

also aufgrund von σk
�
α�1
k

� � pσk pαqq�1 (53):

α1k � σk pαkq .
�

Nun muss noch nachgewiesen werden, dass

(55) σ1 � σ2 .

BEWEIS. Sei dazu w � f1 � f2, dann folgt aus (54) und σk p1q � 1 (43), dass

V w � V pf1 � f2q � V f1 � V f2 ,

ferner ist

V pαwq � V pαf1 � αf2q
σw pαqV w � σ1 pαqV f1 � σ2 pαqV f2

σw pαq pV f1 � V f2q � σ1 pαqV f1 � σ2 pαqV f2
und ein Koeffizientenvergleich liefert σ1 pαq � σw pαq � σ2 pαq. Als Ergebnis erhält man also:

V

�
2̧

k�1

αkfk

� � 2̧

k�1

σ pαkq fk
(vgl. [Bar64, Gl. 16]) mit σ :� σ1. �

Man kann nun wegen (53) aus den Eigenschaften der komplexen Konjugation folgern, dass

σ pα� βq � σ pαq � σ pβq
σ pαβq � σ pαqσ pβq
σ pαq � σ pαq ,

und erhält daraus die Semiunitarität für V : eK Ñ pe1qK:

V py � zq � V y � V z

V pλzq � σ pλqV z(56) xV y|V zy � σ pxy|zyq .
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(vgl. [Bar64, Gl. 18])

2.3. Rückschluss aufH. Die Transformation eines allgemeinen Vektors a � αe� z P H wird
für α � 0 durch Gleichung (C) beschrieben und ist nach (56) bereits semilinear. Sei also α � 0.
Dann ist nach Gleichung (B) und (56):

U
�
α�1a

� � U
�
e� α�1z

� � Ue� V
�
α�1z

� � Ue� σ
�
α�1

�
V z .

Nun gilt für die komplexe Konjugation, und für die Identität ohnehin: σ
�
α�1

� � σ pαq�1, dem-
nach können wir die obige Gleichung also mit σ pαq multiplizieren und erhalten wegen |σ pαq| �|α| (43) ein Element in T ras, das wir als Bild von a unter der kompatiblen AbbildungU definieren:

(D) Ua � U pαe� zq :� σ pαqUe� V z .

(vgl. [Bar64, Gl. D])

Von der so definierten Abbildung U : H Ñ H rechnet man mit Hilfe der definierenden Glei-
chungen (A), (B), (C) und (D) nach, dass sie für σ � id unitär und für σ � id antiunitär ist. Das
Wigner-Theorem ist damit also bewiesen.

Ein Kritikpunkt an der Konstruktion von Bargmann ist, dass man nun zwar in der Lage ist,
die Semiunitarität von U : H Ñ H für beliebige Vektoren a P H, die in der Form a � αe � z

(z P eK) gegeben sind, nachzuweisen, dass man aber auf der anderen Seite aus einer gegebenen
Fourierentwicklung

(57) a � 8̧
k�0

αkbk

in einer Hilbertraumbasis tbkukPI mit den Formeln (A), (B), (C) und (D) nicht ohne weiteres eine
Fourierentwicklung des Bildes in der Form

Ua � 8̧
k�0

α1kUbk
ablesen kann, wie das beispielsweise bei dem Beweis von Weinberg der Fall ist. Bargmann geht
hier wohl davon aus, dass der Schritt zu abzählbaren Summen ein kleiner ist, da die Konvergenz
der Bilder unter U bereits durch das Lemma V.2 sichergestellt ist. Wir werden diesen Schritt expli-
zit in Kapitel VI durchführen. Dort brauchen wir ihn bei der Verallgemeinerung des Hauptsatzes
der projektiven Geometrie auf projektive Hilberträume, um von den endlichen auf abzählbare
Summen überzugehen (siehe Abschnitt VI.2).

3. Vergleich der Beweise

Neben der Betrachtung von Up1q-Orbits, die Bargmann aus dem Orginalbeweis übernimmt, und
die, wie wir gesehen haben von essenzieller Bedeutung für seine Konstruktion ist, ist der au-
genscheinlichste Unterschied des Beweises von V. Bargmann zu allen anderen Beweisen (von
Weinberg, Wigner und zum Beweis des Hauptsatzes der projektiven Geometrie von E. Artin),
dass Bargmanns Konstruktion offensichtlich ohne die Wahl einer festen (Hilbertraum-) Basis aus-
kommt. Es ist aber auch gerade diese spezielle Vorgehensweise, die die Ähnlichkeit zu dem Be-
weis des Hauptsatzes der projektiven Geometrie von E. Artin deutlich werden lässt.
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Um nun etwas konkreter zu werden, betrachten wir den ersten Schritt von Bargmann, die Festle-
gung des Bildes eines Vektors in (A), was letztlich auf die Wahl einer globalen Phase, und damit
auf die Festlegung der Abbildung in eK hinausläuft. Diesen Schritt müssen natürlich auch die
beiden anderen Beweise machen. Artin legt mit v0 ÞÑ w0 das Bild eines Basisvektors fest und er-
hält aus der Additivität dann die Länge aller anderen Basisvektoren des Bildraums, (vgl. Schritt
(ii) seines Beweises in Abschnitt I.3 der vorliegenden Arbeit). Weinberg wählt b1 ÞÑ b11 und legt
dann ebenfalls unter Ausnutzung der Additivität die Basis des Bildraumes vollkommen fest, (vgl.
IV.2.1). Nun beginnt Bargmann die Analyse der Abbildung auf dem orthogonalen Komplement,
er erhält aus der Transformation des Vektors e � z (z P eK) und der festgelegten Abbildung V

auf eK alle Informationen über den Körperautomorphismus σ. Die Analogie zu den Schritten (iv)
und (v) bei Artins Beweis ist fast offensichtlich. Artin betrachtet dort einen allgemeinen Strahlrλ1v1 � � � � � λnvns aus dem Komplement von v0 und erhält daraus und aus der Transformation
von rv0 � λivis alle Eigenschaften des Körperautomorphismus. In beiden Beweisen wird dann im
letzten Schritt, (vii) bei Artin und Abschnitt 2.3 bei Bargmann, auf exakt die selbe Weise auf den
gesamten Raum zurückgeschlossen.

Die Art der Analyse des Körperautomorphismus hat dabei mehr Ähnlichkeit zu der entsprechen-
den Analyse bei Weinberg (vgl. IV.2.2). Beide (Weinberg und Bargmann) gehen direkt von dem
Körper der komplexen Zahlen aus, und erhalten beide mit sehr ähnlichen Argumenten die Wig-
neralternative (vgl. (26)+(27)Ñ(30)/(31) bei Weinberg und (47)+(48)Ñ(53) bei Bargmann). Artin
bleibt hier allgemeiner und erhält konsequenterweise auch einen allgemeinen Körperautomor-
phismus.

Der Vollständigkeit halber sei hier bemerkt, dass der Orginalbeweis von Wigner eine Lücke auf-
weist. Wigner zeigt nicht, dass die beiden Möglichkeiten (hier mit Wigner-Alternative bezeichnet)
unabhängig von den Koeffizienten gilt. Weinberg schließt diese Lücke in Abschnitt IV.2.3; Barg-
mann zeigt die Unabhängigkeit von den Koeffizienten indem er Gleichung (55) beweist.

Die Unabhängigkeit von den Vektoren, die wir nach dem Vorbild von Weinberg in Abschnitt
IV.2.4 diskutiert und bewiesen haben, braucht Wigner in seinem Beweis nicht zu betrachten, da er
nur solche Transformationen betrachtet, die die Zeitrichtung respektieren. Wigner kann auf diese
Weise den antiunitären Fall ausschließen und betrachtet nur den unitären. Bargmann definiert -
ähnlich zu Weinberg- eine Indikatorfunktion, um die Unabhängigkeit von den Vektoren nochmals
deutlich zu machen. Für einen Vergleich der beiden Funktionen sei an dieser Stelle aber auf den
Anhang C verwiesen.

Es lässt sich also sagen, dass die Struktur des Beweises des Wigner-Theorems von V. Bargmann
und damit auch die des Orginalbeweises dem Beweis des Hauptsatzes der projektiven Geometrie
sehr ähneln, was läge also näher, als zu versuchen beide zu verbinden, bzw. die Aussage aus
dem Hauptsatz der projektiven Geometrie auszunutzen, um das Wigner-Theorem zu beweisen.
Hierum wollen wir uns in dem folgenden Kapitel kümmern.



KAPITEL VI

Wigner-Theorem und Hauptsatz der projektiven Geometrie

Wie bereits angekündigt, wollen wir in diesem Kapitel zeigen, dass das Wigner-Theorem, das wir
nun bereits in den letzten beiden Kapiteln bewiesen haben, eine Verallgemeinerung des Haupt-
satzes der projektiven Geometrie auf projektive Hilberträume ist. Zentral ist dabei der Kollinea-
tionssatz VI.1, den wir im ersten Abschnitt dieses Kapitels beweisen, und der letztlich eine Verall-
gemeinerung des Hauptsatzes der projektiven Geometrie auf beliebigdimensionale Hilberträume
möglich macht. Die Vorgehensweise ist dabei wie folgt.

Der Kollineationssatz besagt, dass jede Abbildung zwischen projektiven Hilberträumen, die die
zusätzliche Struktur d : PH � PH Ñ R� respektiert, eine Kollineation ist. Insbesondere folgt
daraus dann, dass jede Symmetrietransformation eine Kollineation ist, und zusammen mit dem
Hauptsatz der projektiven Geometrie folgt das Wigner-Theorem für endlichdimensionale Hilber-
träume (vgl. Korollar VI.3).1 Im zweiten Abschnitt des Kapitels können wir dann den Haupt-
satz der projektiven Geometrie auf beliebigdimensionale projektive Hilberträume verallgemei-
nern, zumindest, wenn wir nur solche Kollineationen betrachten, die aus der Invarianz der PH-
Struktur d kommen. Eine direkte Folge dieses verallgemeinerten Hauptsatzes ist dann das Theo-
rem von E. Wigner für beliebigdimensionale Hilberträume (vgl. Korollar VI.5).

1. Der Kollineationssatz und die Invarianz der PH-Struktur

Für beliebigdimensionale projektive Hilberträume gilt:

THEOREM VI.1 (Kollineationssatz). Jede bijektive, quasiunitäre Abbildung zwischen projektiven Hil-
berträumen, d.h. jede bijektive Abbildung K : PH Ñ PH, die die innere Struktur d : PH � PH Ñ R
invariant lässt:

KadKb � ad b @a,b P PH ,

ist eine Kollineation.

BEWEIS. Bezeichne a _ b eine projektive Gerade in PH, dann können wir a,b P a _ b ohne
Beschränkung der Allgemeinheit so wählen, dass

ad b � 0 .

Durch die relative Lage der beiden Strahlen a und b wird (solange a und b projektiv unabhängig
sind) schließlich nicht die aufgespannte Bündelebene (= projektive Gerade) verändert.

Nun wählen wir eine orthogonale Basis (OGB) B � tbkukPI von H so, dass b1 P a und b2 P b.
Dann hat ein beliebiger Repräsentant c P c, mit c P a_ b einem projektiven Punkt auf a_ b, eine

1Man beachte, dass Bargmann in seinem Beweis überhaupt nur endliche Linearkombinationen von Vektoren betrachtet.
Wir könnten also bereits an dieser Stelle das Wigner-Theorem als bewiesen betrachten. Der zweite Teil des Kapitels besteht
folglich im Wesentlichen aus einem Konvergenzbeweis.
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Darstellung als:
c � γ1b1 � γ2b2 γi P C .

Wir erhalten nun eine zweite OGB B1 � tb1kukPI von H indem wir die erste mit K abbilden. Die
Orthogonalität folgt dabei aus der Invarianz von d:

δkl � |xbk|bly|2xbk|bky xbl|bly � bk d bl � Kbk dKbl � |xb1k|b1ly|2xb1k|b1ky xb1l|b1ly ,
und wegen der Bijektivität von K hat jeder Basisvektor in B genau ein Bild in B1. B1 ist also
ebenso mächtig wie B und damit auch eine Basis von H. Wegen 0   bk d bk � Kbk dKbk wird
im Übrigen auch keiner der Basisvektoren in B auf den Nullvektor abgebildet.

Ein beliebiger Vektor c1 P Kc kann nun auch nach den tb1kukPI entwickelt werden:

c1 �¸
k

γ1kb1k .
Man liest aus der Entwicklung von c ab, dass γk � 0 @k ¥ 3. Ferner gilt γk � xbk|cy und γ1k �xb1k|c1y. Wegen |xbk|cy|2xbk|bky xc|cy � bk d c � Kbk dKc � |xb1k|c1y|2xb1k|b1ky xc1|c1y
folgt dann für die Koeffizienten von c1:

γ1k � @
b1k|c1D � xbk|cy � 0 @k ¥ 3 .

Dabei haben wir wieder ausgenutzt, dass |α| � 0 ô α � 0 @α P C. Die Entwicklung von c1
reduziert sich also auf

c1 � γ11b11 � γ12b12 .
Da nun nach Konstruktion b11 P Ka und b12 P Kb und ferner die obige Konstruktion für beliebige
c1 P Kc durchführbar ist, haben wir

Kc P Ka_Kb @c P a_ b .

In jedem Fall gilt natürlich Kc P K pa_ bq und wir erhalten:

K pa_ bq � Ka_Kb .

Nun respektiert auch die inverse Transformation K�1 der Abbildung K die innere Struktur d.
Wir haben also auch:

K�1
�
a1 _ b1� � K�1a1 _K�1b1 @a1,b1 P PH ,

und wegen der Surjektivität von K können wir a1 und b1 ohne Beschränkung der Allgemeinheit
als Bilder unter K auffassen. Seien also a1 � Ka und b1 � Kb, dann folgt:

K�1 pKa_Kbq � a_ b ,

nach Abbildung mit K also:
Ka_Kb � K pa_ bq ,

die Inklusion in die andere Richtung. Wir haben damit

K pa_ bq � Ka_Kb ,

wonach K eine Kollineation ist (vgl. Definition I.5). �
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Aus der Definition der Symmetrietransformation III.1 folgt dann natürlich sofort:

KORROLAR VI.2. Jede Symmetrietransformation ist eine Kollineation zwischen projektiven Hilberträu-
men.

Die Umkehrung dieser Aussage ist im Allgemeinen nicht richtig, denn es kann natürlich Kol-
lineationen auf PH geben, die die intrinsische Struktur d : PH Ñ PH nicht invariant lassen,
und es wäre eine vom mathematischen Standpunkt aus sicher interessante Aufgabe herauszufin-
den, ob der Hauptsatz der projektiven Geometrie auch für solche Kollineationen, die dann Abbil-
dungen zwischen beliebigdimensionalen projektiven Hilberträumen sind, seine Gültigkeit behält.
Wir beschränken uns im Folgenden bei der Verallgemeinerung des Hauptsatzes der projektiven
Geometrie allerdings auf die quasiunitären Abbildungen auf PH, d.h. auf solche Kollineationen
K : PH Ñ PH, die aus der Invarianz der inneren Struktur d : PH � PH Ñ R folgen. Formulie-
ren aber zuvor noch kurz das Wigner-Theorem für endlichdimensionale Hilberträume, das nun
durch den Kollineationssatz VI.1 zum Korollar des Hauptsatzes der projektiven Geometrie I.12
wird.

KORROLAR VI.3 (Wigner-Theorem für endlichdimensionale Hilberträume). Sei Hn ein pn� 1q-
dimensionaler Hilbertraum, sei ferner K : PHn Ñ PHn eine quasiunitäre Kollineation (d.h. eine Sym-
metrietransformation). Dann gibt es eine zu K kompatible, semiunitäre Abbildung U : Hn Ñ Hn:

Hn
U //____

π
����

Hn

π
����

PHn
T // PHn

Ist tbkukPIn eine Basis von Hn, so haben wir also:

(58)

�
U

ņ

k�0

αkbk

� � �
ņ

k�0

σ pαkq Ubk� ,
mit σ : C Ñ C einem Körperautomorphismus.

BEWEIS. Nach Korollar VI.2 ist jede Symmetrietransformation eine Kollineation. Für den
endlichdimensionalen VektorraumHn können wir demnach den Hauptsatz der projektiven Geo-
metrie anwenden, und erhalten die Existenz einer kompatiblen semilinearen AbbildungU : Hn Ñ
Hn. Da K : PHn Ñ PHn aber insbesondere quasiunitär ist, muss jede kompatible Abbildung or-
thogonale Vektoren auf orthogonale Vektoren abbilden. Wählen wir also die Bilder Ubk P K rbks
der Vektoren einer Orthonormalbasis B � tbkukPI ebenfalls normiert, so erhalten wir eine semi-
unitäre, kompatible Abbildung U : HÑ H (vgl. IV.4). �

2. Verallgemeinerung des Hauptsatzes

Der oben bewiesene Kollineationssatz macht es uns nun möglich den Hauptsatz der projektiven
Geometrie noch auf beliebigdimensionale projektive Hilberträume zu verallgemeinern. Was da-
zu noch fehlt ist eine Konvergenzbetrachtung, die es uns erlaubt die endlichen Summen in (58)
durch abzählbare zu ersetzen. Was bei dieser Betrachtung wesentlich eingeht ist zum einen das
endlichdimensionale Wigner-Theorem (Korollar VI.3) und zum anderen die Quasiunitarität einer
zu K : PH Ñ PH kompatiblen Abbildung U : H Ñ H. Wir werden sehen, dass der Schritt vom
Endlichen ins Unendliche verhältnismäßig klein ist. Der wesentliche Teil der Konstruktion, der
die geometrischen Überlegungen beinhaltet, wurde bereits im ersten Abschnitt durchgeführt.
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Sei zur konkreten Ausführung der Konvergenzbetrachtung nun, wie oben, B � tbkukPI eine ONB
von H, sei ferner U : H Ñ H eine zu K : PH Ñ PH kompatible Abbildung, dann können
wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, dass auch die Menge B1 � tUbkukPI eine
ONB von H bildet (vgl. Korollar IV.3, bzw. Beweis von Theorem VI.1). Sei ferner σ : C Ñ C ein
Körperautomorphismus. Wir haben dann zu zeigen:

THEOREM VI.4 (Hauptsatz der projektiven Geometrie auf projektiven Hilberträumen). Sei K :
PHÑ PH mit

KadKb � ad b @a,b P PH
eine quasiunitären Kollineation auf einem projektiven Hilbertraum.a Dann ist K auch eine quasiunitäre
Semiprojektivität, d.h. die zu K kompatible Abbildung U : HÑ H kann semiunitär gewählt werden:

(59)

�
U

8̧
k�0

αkbk

� � � 8̧
k�0

σ pαkqUbk� .
aMan beachte, dass die Eigenschaft “quasiunitär” bereits impliziert, dass es sich bei der Abbildung um eine Kollineation
handelt (vgl. Kollineationssatz VI.1).

BEWEIS.

Vorüberlegungen. Wir setzen zur Abkürzung für die Partialsummen der obigen Reihen:

(60) xn :� ņ

k�0

αkbk yn :� Uxn � U
ņ

k�0

αkbk zn :� ņ

k�0

σ pαkqUbk .
Fassen wir Hn als endlichdimensionalen Unterraum von H auf, der von den ersten n � 1 Basis-
vektoren tb0, . . . , bnu aufgespannt wird, so folgt aus dem endlichdimensionalen Fall des Wigner-
Theorems (Korollar VI.3), dass

(61) yn � zn @n P N .

Auf der linken Seite von (59) taucht kein Problem auf, da die Definitionsmenge der Kollineation
K : PH Ñ PH der projektive Hilbertraum PH ist, ist die Definitionsmenge der kompatiblen
Abbildung U : HÑ H der Hilbertraum. Es gilt also insbesondere

(62) x :� lim
nÑ8xn � 8̧

k�0

αkbk P H ,

das heißt die Folge der Partialsummen xn konvergiert gegen ein Element x P H.

Auch die Reihe auf der rechten Seite konvergiert gegen ein Element z P H. Da sowohl tbku als
auch tUbku eine Orthonormalbasis von H bildet, folgt die Konvergenz von

°8
k�0 σ pαkqUbk un-

mittelbar aus |σ pαq| � |α| und der Konvergenz von
°8
k�0 αkbk. Explizit rechnet man nach, dass
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die Folge Z :� pznqnPN der Partialsummen gegen ein Element z P H konvergiert:

lim
nÑ8 }z � zn}2 � lim

nÑ8
����� 8̧
k�0

σ pαkqUbk � ņ

k�0

σ pαkqUbk�����
2

� lim
nÑ8

����� 8̧
k�n�1

σ pαkqUbk�����
2

� lim
nÑ8 8̧

k�n�1

|σ pαkq|2
� lim

nÑ8 8̧
k�n�1

|αk|2
� lim

nÑ8
����� 8̧
k�0

αkbk � ņ

k�0

αkbk

�����
2

� lim
nÑ8 }x� xn} � 0 .

Wir haben also auch:

(63) lim
nÑ8 zn � z P H .

Zur späteren Referenz sei noch bemerkt, dass aus der starken Konvergenz (62) bzw. (63) aufgrund
der Stetigkeit des Skalarproduktes auch die schwache (komponentenweise) Konvergenz folgt. Es
gilt demnach:

lim
nÑ8 xxn|ay � xx|ay und lim

nÑ8 xzn|ay � xz|ay @a P H .

Insbesondere folgt daraus:2

(64) lim
nÑ8 |xxn|ay|2 � |xx|ay|2 und lim

nÑ8 |xzn|ay|2 � |xz|ay|2 @a P H .

Desweiteren folgt aus den selben Gleichungen (62) und (63) auch die Konvergenz der Normen:

(65) lim
nÑ8 }xn}2 � }x}2 und lim

nÑ8 }zn}2 � }z}2 ,
schließlich ist auch die Norm }�} : HÑ R� eine stetige Abbildung.

Was wir nun noch zeigen müssen. Was wir nun noch zeigen müssen, ist, dass der Grenzwert
z � °8

k�0 σ pαkqUbk (vgl. (63)) ein Element des Strahls K rxs � rUxs ist, dass also

lim
nÑ8 zn P rUxs .

Eigentlicher Beweis. Auf der einen Seite haber wir (vgl. (60)):

lim
nÑ8 |xyn|ay|2}yn}2 }a}2 � lim

nÑ8 |xUxn|ay|2}Uxn}2 }a}2 @a P H ,

2

In C gilt: αn Ñ α ñ |αn| Ñ |α|
und in R: ρn Ñ ρ ñ ρ2

n Ñ ρ2.
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setzen wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit a :� Ub, so folgt zusammen mit der Quasiuni-
tarität der kompatiblen Abbildung U :

lim
nÑ8 |xyn|ay|2}yn}2 }a}2 � lim

nÑ8 |xUxn|Uby|2}Uxn}2 }Ub}2
� lim

nÑ8 |xxn|by|2}xn}2 }b}2 .
Aus (64) und (65) folgt dann:

lim
nÑ8 |xyn|ay|2}yn}2 }a}2 � |xx|by|2}x}2 }b}2 ,

was wir wegen der Quasiunitarität wieder umschreiben können zu:

lim
nÑ8 |xyn|ay|2}yn}2 }a}2 � |xUx|Uby|2}Ux}2 }Ub}2

� |xUx|ay|2}Ux}2 }a}2 @a P H .(66)

Auf der anderen Seite erhalten wir aus dem Wigner-Theorem für endliche Dimension (vgl. Glei-
chung (61)):

lim
nÑ8 |xyn|ay|2}yn}2 }a}2 � lim

nÑ8 |xzn|ay|2}zn}2 }a}2 ,
woraus mit (64) und (65) sofort folgt:

lim
nÑ8 |xyn|ay|2}yn}2 }a}2 � lim

nÑ8 |xzn|ay|2}zn}2 }a}2
� |xz|ay|2}z}2 }a}2 @a P H .(67)

Nehmen wir nun beide Ergebnisse (66) und (67) zusammen, so folgt nach der Definition der
Wahrscheinlichkeitsabbildung (13):|xUx|ay|2}Ux}2 }a}2 � |xz|ay|2}z}2 }a}2rUxs d ras � rzs d ras @a P H .

Setzen wir speziell ras � rzs, so folgt daraus

rUxs d rzs � 1

und mit der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung (Lemma II.2) folgt die Behauptung:

rUxs � rzs .
�

Nun sind die quasiunitären Kollineationen K : PHÑ PH auf dem projektiven Hilbertraum aber
gerade die Symmetrietransformationen. Es folgt demnach, wie oben angedeutet, direkt aus der
Verallgemeinerung VI.4 des Hauptsatzes der projektiven Geometrie das Wigner-Theorem:
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KORROLAR VI.5 (Wigner-Theorem). Jede Symmetrietransformation T : PH Ñ PH ist eine quasiu-
nitäre Semiprojektivität. Zu jeder Symmetrietransformation gibt es demnach eine kompatible semiunitäre
Abbildung U : HÑ H, das heißt das folgende Diagramm kommutiert:

H
U //____

π
����

H

π
����

PH
T // PH

Wie wir also gesehen haben, steckt die Geometrie des Wigner-Theorems bereits fast vollkommen
in dem Hauptsatz der projektiven Geometrie. Insbesondere haben wir gesehen, dass die Intuiti-
on, die wir (speziell in der Quantenmechanik) oft aus Überlegungen im Endlichdimensionalen
erhalten, meist auch für unendliche Dimensionen ihre Gültigkeit behält.





ANHANG A

Kohomologie von Gruppen

Wir orientieren uns bei dieser knappen Einführung an einer Aufgabe aus [AB95, Abschnitt 5.12].

In der mathematischen Literatur wird die Kohomologie von Gruppen oft im Zusammenhang mit
Gruppenerweiterungen behandelt. Dort treten als Elemente sogenannte n-Koketten auf, das sind
Abbildungen

f : G� � � � �Gloooooomoooooon
nStück

ÑM

aus dem n-fachen Produkt der Gruppe mit sich selbst auf einen G-Modul M . Ein G-Modul ist
dabei eine Abel’sche Gruppe pM,�q auf der G (von links) wirkt:

G�M Ñ Mpg, aq ÞÑ ga ,

wobei die Gruppenstruktur in M erhalten bleibt:

g pa1 � a2q � ga1 � ga2 .

Wir beschränken uns für unsere Betrachtungen auf den Spezialfall M � R. Es sei also G eine
Gruppe und pR,�q einG-Modul. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir als Wirkung
von G auf pR,�q die triviale Wirkung wählen

G� R Ñ Rpg, αq ÞÑ α .

Wir werden uns bei den Betrachtungen zur Gruppenkohomologie in dieser Arbeit auf G-Moduln
mit trivialer Gruppenwirkung beschränken. Wir definieren nun:

DEFINITION A.1 (n-Kokette von G mit Werten in R). Eine n-Kokette von G mit Werten in R ist
eine Abbildung

n

k: G� � � � �Gloooooomoooooon
nStück

Ñ R .

Die Koketten n-ten Grades erben die Gruppenstruktur von pR,�q, sind nämlich f und h zwei
Koketten n-ten Grades, so definieren wir die Verknüpfung

pf � hq pg1, . . . , gnq :� f pg1, . . . , gnq � h pg1, . . . , gnq ,
bezüglich der die n-Koketten offensichtlich eine Abel’sche Gruppe bilden. Wir bezeichnen diese
Gruppe der n-Koketten von G mit Werten in R mit Cn pG,Rq. Analog zu der Vorgehensweise
bei der de Rham-Kohomologie können wir nun eine Abbildung definieren, die den Grad einer
G-Kokette um Eins erhöht:
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DEFINITION A.2 ("Äußere Ableitung" für n-Koketten auf G). Wir definieren die Abbildung

δn : Cn�1 pG,Rq Ñ Cn pG,Rq
durch: �

δn
n�1

k


 pg1, . . . , gnq : � n�1

k pg2, . . . , gnq
� n�1̧

i�1

p�1qi n�1

k pg1, . . . , gigi�1, . . . , gnq
� p�1qn n�1

k pg1, . . . , gn�1q .
Genauso wie die äußere Ableitung bei den Differentialformen ist diese Abbildung nilpotent, d.h.

(68) δn�1δn � 0 .

BEWEIS. Sei also f P Cn�2 pG,Rq, dann haben wir:

�
δn

�
δn�1f

�� pg1, . . . , gnq � �
δn�1f

� pg2, . . . , gnq
� n�1̧

k�1

p�1qk �δn�1f
� pg1, . . . , gkgk�1, . . . , gnq

� p�1qn �δn�1f
� pg1, . . . , gn�1q

� f pg3, . . . , gnqlooooooomooooooonp1q � n�2̧

k�1

p�1qk f pg2, . . . , gk�1gk�2, . . . , gnq � p�1qn�1
f pg2, . . . , gn�1qlooooooooooooooomooooooooooooooonp2q

�p�1qn
���f pg2, . . . , gn�1qloooooooomoooooooonp21q � n�2̧

k�1

p�1qk f pg1, . . . , gkgk�1, . . . , gn�1q � p�1qn�1
f pg1, . . . , gn�2qlooooooooooooooomooooooooooooooonp3q

���
� n�1̧

k�1

p�1qk
���f p pg1, . . . , gkgk�1, . . . , gnqlooooooooooooooomooooooooooooooonp11q �¸

l k p�1ql f pg1, . . . , glgl�1, . . . , gkgk�1, . . . , gnq
�¸
l¡k p�1ql�1

f pg1, . . . , gkgk�1, . . . , glgl�1, . . . , gnq
� p�1qn�1

f pg1, . . . , gkgk�1, . . . ,xgnqlooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooonp31q
��� ,

wobei die Argumente mit Dach gestrichen werden. Betrachten wir zunächst die Terme ohne Sum-
menzeichen, so sehen wir, dass sich der Term (1) gegen den ersten Term (1’) der Summe für k � 1
weghebt. Der Term (2) hebt sich mit (2’) weg; und der Term (3) wird durch den Term (3’) der
Summe für k � n� 1 kompensiert. Es bleibt also noch:
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� n�2̧

k�1

p�1qk f pg2, . . . , gk�1gk�2, . . . , gnqloooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooonp4q
�p�1qn n�2̧

k�1

p�1qk f pg1, . . . , gkgk�1, . . . , gn�1qlooooooooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooooooonp5q
� n�1̧

k�2

p�1qk f pg2, . . . , gkgk�1, . . . , gnqlooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooonp41q
�p�1qn�1

n�2̧

k�1

p�1qk f pg1, . . . , gkgk�1, . . . , gn�1qloooooooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooooooonp51q
� n�1̧

k�1

p�1qk �¸
l k p�1ql f pg1, . . . , glgl�1, . . . , gkgk�1, . . . , gnq
�¸
l¡k p�1ql�1

f pg1, . . . , gkgk�1, . . . , glgl�1, . . . , gnq� ,
hier heben sich nun die Terme (4) mit (4’) nach einer Indexverschiebung und die Terme (5) mit
(5’) weg. Dass sich auch die letzten beiden Summen aufheben, kann man sich ebenfalls mit einer
Indexumbenennung überlegen:

� n�1̧

k�1

p�1qk ¸
l k p�1ql f pg1, . . . , glgl�1, . . . , gkgk�1, . . . , gnq

� n�1̧

i�1

p�1qi ¸
j¡i p�1qj f pg1, . . . , gigi�1, . . . , gjgj�1, . . . , gnq ,

für festes j � k laufen beide Summen (i und l) von 1, . . . , j � k, man muss dann nur noch über
alle j bzw. k summieren und erhält:

� n�1̧

k�1

p�1qk ¸
l k p�1ql f pg1, . . . , glgl�1, . . . , gkgk�1, . . . , gnq

� n�1̧

j�1

p�1qj ¸
i j p�1qi f pg1, . . . , gigi�1, . . . , gjgj�1, . . . , gnq � 0

�

Da die Abbildungen δn : Cn�1 pG,Rq Ñ Cn pG,Rq überdies auch die Gruppenverknüpfung re-
spektieren, d.h.

δn pf � hq � δnf � δnh @f, h P Cn�1 pG,Rq @n P N ,

sind sowohl die Bilder, alsauch die Kerne von δn abgeschlossen unter “�”.1 wir erhalten also
Untergruppen von Cn pG,Rq bzw. Cn�1 pG,Rq und können definieren:

1Sind f, h P impδnq, so ist f � δna und h � δnb, dann ist aber auch

f � h � δna� δnb � δn pa� bq P impδnq .

Sind f, h P ker pδnq, so ist δnf � δnh � 0, und wir haben auch

δn pf � hq � δnf � δnh � 0 ,

also pf � hq P ker pδnq
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DEFINITION A.3 (Kozykel und Koränder). Sei δn : Cn�1 pG,Rq Ñ Cn pG,Rq wie oben beschrie-
ben, dann bezeichnen wir die Untergruppe

Bn pG,Rq :� impδnq � Cn pG,Rq
als n-te Korandgruppe von G mit Werten in R; und die Untergruppe

Zn pG,Rq :� ker
�
δn�1

� � Cn pG,Rq
als n-te Kozykelgruppe von G mit Werten in R.

Aus (68) folgt dann impδnq � ker
�
δn�1

�
, nach Definition also

Bn pG,Rq � Zn pG,Rq .
Damit haben wir einen sogenannten Komplex von Kokettengruppen:

(69) C1 pG,Rq δ2Ñ C2 pG,Rq δ3Ñ C3 pG,Rq Ñ � � � .
Wir haben folgende interessante

FESTSTELLUNG A.4. Die 1-Kozykel der Gruppe G mit Werten in R sind gerade die Gruppenhomomor-
phismen h : GÑ pR,�q, es gilt also

1

k pg1g2q �1

k pg1q� 1

k pg2q @ 1

kP Z1 pG,Rq .
BEWEIS. Z1 pG,Rq ist nach Definition ker

�
δ2
�
, also die Menge

Z1 pG,Rq �  
z P C1 pG,Rq : δ2z � 0

(
.

Sei also z : GÑ R ein 1-Kozykel, so gilt nach Definition A.2:

0 � �
δ2z

� pg1, g2q � z pg2q � z pg1g2q � z pg1q @g1, g2 P G ,
also ist z ein Gruppenhomomorphismus. Die umgekehrte Richtung ist nun ebenfalls offensicht-
lich. �

Der Komplex (69) gibt nun Anlass zu der Definition einer Gruppenkohomologie.

DEFINITION A.5 (Gruppenkohomologie auf G). Es sei wie oben Zn pG,Rq die Gruppe der n-
Kozykel von G mit Werten in R; Bn pG,Rq die entsprechende Korandgruppe. Wir definieren
dann die Kohomologiegruppe vom Grade n auf G als:

Hn pG,Rq :� Zn pG,Rq
Bn pG,Rq � ker

�
δn�1

�
impδnq .

Es sei an dieser Stelle ausdrücklich darauf hingewiesen, dass die hier gegebene Definition einer
Gruppenkohomologie keineswegs die allgemeinste ist, für eine allgemeine Definition sei auf die
mathematische Literatur (z.B. [AB95]) verwiesen. Für unsere Zwecke und insbesondere zum Ver-
ständnis der im 3. Abschnitt des Kapitels III dieser Arbeit verwendeten Schlussweise, reicht die
hier gegebene Definition aber völlig aus. Es sei vielleicht noch bemerkt, dass die dort auftauchen-
de projektive Phase keine Werte in R, sonden vielmehr in dem Moduloring pR{2πZq annimmt, der
aber genauso elementar wie zu Anfang dieses Anhangs beschrieben, durch die triviale Wirkung
von G zu einem G-Modul gemacht werden kann.



ANHANG B

Rechnungen

In diesem Anhang sind alle Rechnungen gesammelt, auf die im Hauptdokument verwiesen wur-
de.

Aus Kapitel IV.

von S. 57: Formeln (32)Ñ(33).

Die Formel (32) lautet: ����1� γk
γ1

� γl
γ1

����2 � �����1� γk
γ1

� �
γl
γ1


�����
2

1�
��������
2Re

�
γk
γ1

� γl
γ1


� ����γkγ1
� γl
γ1

����2 � 1�
���������
2Re

�
γk
γ1

� �
γl
γ1


�� �����γkγ1
� �

γl
γ1


�����
2

����������
Re

�
γk
γ1

� γl
γ1


�2 � �
Im

�
γk
γ1

� γl
γ1


�2 �
�����������

Re

�
γk
γ1

� �
γl
γ1


��2 � �
Im

�
γk
γ1

� �
γl
γ1


��2

�
Im

�
γk
γ1


� Im
�
γl
γ1


�2 � �
Im

�
γk
γ1


� Im
�
γl
γ1


�2

Im
�
γk
γ1



Im

�
γl
γ1


 � �Im
�
γk
γ1



Im

�
γl
γ1



Im

�
γk
γ1



Im

�
γl
γ1


 � 0 ,

das ist die Formel (33).

von S. 58: Formeln (36)Ñ(37).

Die Formel (36) lautet:

�����¸
k

βkαk

�����
2 � �����¸

k

βkαk

�����
2

�����¸
k

βkαk

�����
2 � �����¸

k

βkαk

�����
2 � 0�¸

k

Re
�
βkαk

��2 � �¸
k

Im
�
βkαk

��2 � �¸
k

Repβkαkq�2 � �¸
k

Impβkαkq�2 � 0

mit Repηχq � RepηqRepχq � Impηq Impχq @η, χ P C
Impηχq � Repηq Impχq � Repχq Impηq @η, χ P C

erhält man
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������ ķ

Re
�
βk

�
Repαkqloooooooooomoooooooooon�:A

�
ķ

Im
�
βk

�
Impαkqloooooooooomoooooooooon�:�B

������
2

�

������ ļ

Re
�
βl

�
Impαlqloooooooooomoooooooooon�:C

�
ļ

Im
�
βl

�
Repαlqloooooooooomoooooooooon�:�D

������
2

�

�����
m̧

RepβmqRepαmqlooooooooooomooooooooooon�A

�
m̧

Impβmq Impαmqlooooooooooomooooooooooon�B

�����
2

�

�����
ņ

Repβnq Impαnqloooooooooomoooooooooon�C

�
ņ

ImpβnqRepαnqloooooooooomoooooooooon�D

�����
2

� 0

mit Repηq � Repηq @η P C
Impηq � �Impηq @η P C

und den angedeuteten Definitionen rechnet man leicht nach:

rA � Bs2 � rA � Bs2 � rC � Ds2 � rC � Ds2 � 0

4AB � 4CD � 0

AB � CD � 0

Rückwärtiges Einsetzen liefert:

ķl

RepβkqRepαkq Impβlq Impαlq �
m̧n

Repβmq Impαmq ImpβnqRepαnq � 0 ,

woraus man nach Umbenennung der Indizees: m Ñ l und n Ñ k erhält:

ķl

tRepαkq ImpαlqRepβkq Impβlq � Repαkq ImpαlqRepβlq Impβkqu � 0 .

Das kann man auch als Produkt schreiben:

ķl

rRepαkq Impαlq � Repαlq Impαkqs � rRepβkq Impβlq � Repβlq Impβkqs � 0 .

Ersetzen wir dann noch αk Ñ αk und βk Ñ βk, so ergibt sich unter Beachtung der dadurch geänderten
Vorzeichen:

ķl

rRepαkq Impαlq � Repαlq Impαkqs �
�
Re
�
βk

�
Impβlq � Repβlq Im

�
βk

��
� 0 ,

was wir mit Hilfe der obigen Identität umschreiben können zu:

ķl

Impαkαlq Im
�
βkβl

�
� 0 .

Das ist gerade die Formel (37).



ANHANG C

Die Indikatorfunktionen von Bargmann und Weinberg

Um nochmals explizit zu zeigen, dass die beiden Fälle σ � id und σ � id eine intrinsische Eigenschaft der
Symmetrietransformation wiederspiegeln, definiert Bargmann eine Indikatorfunktion

∆ : pS8{U p1qq3 Ñ C
pa, b, cq ÞÑ ∆ pa, b, cq :� xa|by xb|cy xc|ay @a P a, b P b, c P c ,

mit deren Hilfe man ablesen kann, ob die Realisierung einer Symmetrietransformation unitär oder antiunitär
ist.

Die Funktion ∆ ist offensichtlich unabhängig von den globalen Phasen der Repräsentanten a, b, c P S8. Eine
Transformation der globalen Phase der Repräsentanten:

a ÞÑ eiαa , b ÞÑ eiβb , c ÞÑ eiγc ,

eine Transformation also, die die Zugehörigkeit zu dem jeweiligen Einheitskreis respektiert, wirkt sich nicht
auf den Wert von ∆ aus, damit ist ∆ : pS8{U p1qq3 Ñ C wohldefiniert. Wir können also aus den Einheits-
kreisen beliebige Repräsentanten wählen und erhalten aus der speziellen Wahl Ua P Ta etc.:

∆ pTa, Tb, Tcq � xUa|Uby xUb|Ucy xUc|Uay
� σ pxa|byqσ pxb|cyqσ pxc|ayq
� σ pxa|by xb|cy xc|ayq .

Insgesamt gilt also:

(70) ∆ pTa, Tb, Tcq � σ p∆ pa, b, cqq .

Ist ∆ pa, b, cq P CzR, so erhalten wir eine Information darüber, ob die zu T : S8{Up1q Ñ S8{Up1q kompa-
tible Abbildung U : H Ñ H unitär oder antiunitär sein muss. Sie ist unitär, falls ∆ pTa, Tb, Tcq � ∆ pa, b, cq
und antiunitär, falls ∆ pTa, Tb, Tcq � ∆ pa, b, cq, wie wir oben bereits gesehen haben, gibt es nur diese beiden
Möglichkeiten.

Aus der Betrachtung des Beweises von Weinberg kennen wir bereits eine ähnliche Indikatorfunktion (vgl.
Abschnitt 2.4 Kap. IV), und wissen somit, dass es Vektoren inH gibt, für die es keinen Unterschied macht, ob
die entsprechende Abbildung antiunitär oder unitär ist. Wir hatten diese Menge dort mit AX B bezeichnet,
die selbe Menge erhalten wir auch aus der Indikatorfunktion von Bargmann. Es sind alle Repräsentanten
a P a,b P b und c P c, für die

∆ pa, b, cq P R .

Wählen wir nun eine Basis tbiuiPI vonH, so können wir die Repräsentanten in dieser Basis entwickeln, und
erhalten für a � °

iPI αibi, b � °
jPI βjbj und c � °

kPI γkbk:

∆ pa, b, cq �
C

i̧PI

αibi|
j̧PI

βjbj

GC
ķPI

βkbk|
ļPI

γlbl

GC
m̧PI

γmbm|
ņPI

αnbn

G
�

¸
i,k,mPI

pαiβiq
�
βkγk

�
pγmαmq .
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Für diejenigen Vektoren also, bei denen alle relativen Phasen bei der Darstellung in der Basis tbiuiPI ver-
schwinden, bei denen die Entwicklungskoeffizienten also so gewählt werden müssen, dass alle die sel-
be Phase tragen, heben sich die Phasen der Koeffizienten alle heraus, es folgt ∆ pa, b, cq P R, das heißt
σ p∆ pa, b, cqq � ∆ pa, b, cq und unabhängig von der gewählten Transformation und ihrer Realisierung gilt
nach (70):

∆ pTa, Tb, Tcq � ∆ pa, b, cq .

Die Menge aller Vektoren, für die ∆ pa, b, cq P R ist genau die Menge, die wir bei Weinberg mit der Schnitt-
menge A X B bezeichnet hatten, siehe Abbildung 2 in Kapitel IV. Die Bargmann’sche Indikatorfunktion
macht deutlich, dass man zunächst eine Basis wählen muss, um die Menge dieser Vektoren explizit angeben
zu können. Da die relativen Phasen der Darstellung eines Vektors insbesondere von der gewählten Basis
abhängen, ist die oben bzw. bei Weinberg gefundene Menge AX B für jede Basis eine andere.



Teil 2

Identische Teilchen





Motivation

Der Spin-Statistik-Zusammenhang ist eines der grundlegendsten Phänomene, sowohl der rela-
tivistischen, als auch der nichtrelativistischen Quantentheorie. Während in der relativistischen
Quantenfeldtheorie (QFT) schon die verschiedensten Beweise für diesen Zusammenhang ge-
funden wurden, ist es bis heute nicht gelungen einen Beweis dieses “Theorems” in der nicht-
relativistischen Quantenmechanik (QM) zu finden. Man kann nicht abschließend beurteilen, ob
ein solcher Beweis in der QM überhaupt existiert, obwohl es natürlich viele Beispiele für Phä-
nomene gibt, die innerhalb der QM beschrieben werden, und die sich auf dem Spin-Statistik-
Zusammenhang begründen. Darunter sind die Bose-Einstein-Kondensation, der fraktionierte
Quanten-Hall-Effekt, oder auch das Pauli-Ausschließungsprinzip, das uns ein Gerüst für den
Aufbau der Atomhülle gibt.

In den letzten Jahrzehnten wurden viele Versuche unternommen den Spin-Statistik-Zusammen-
hang in der nichtrelativistischen Quantenmechanik herzuleiten. Startpunkt ist dabei meist ein
klassischer Konfigurationsraum, in dem die Ununterscheidbarkeit der beteiligten Teilchen bereits
eingebaut ist. Michael G. G. Laidlaw und Cécile Morette DeWitt waren unter den ersten, denen es
gelang, daraus die Fermi-Bose-Alternative herzuleiten [LD71]. Sie erhielten dieses Ergebnis aus
der Anwendung des Pfadintegral-Formalismus auf den Konfigurationsraum ununterscheidbarer
Teilchen in drei Raumdimensionen. Jon Magne Leinaas und Jan Myrheim konnten dieses Ergeb-
nis bestätigen und erhielten zusätzlich die sogenannte Anyon-Statistik für zwei Raumdimensio-
nen [LM77]. In zwei Raumdimensionen ist die Statistik der Teilchen nicht durch ein Vorzeichen,
sondern durch einen allgemeinen Phasenfaktor bestimmt (“any statistic”). Seit dem gab es vie-
le verschiedene Ansätze, die versuchten einen Beweis des Spin-Statistik-Zusammenhangs aus
der Geometrie des Konfigurationsraums von zwei identischen Teilchen herzuleiten. 1997 stellten
beispielsweise Michael Victor Berry und Jonathan M. Robbins das Konzept einer “transported
spin-basis” vor, das vermittels einer Eindeutigkeitsannahme für die Wellenfunktion auf den rich-
tigen Zusammenhang von Spin und Statistik führt [BR97]. Es wurde allerdings von Andrés Reyes
gezeigt, dass diese Eindeutigkeitsannahme zu Inkonsistenzen führt [Rey06]. Der selbe Autor ver-
öffentlichte zusammen mit Nikolaos Papadopoulos, Mario Paschke und Florian Scheck einen Ar-
tikel, in dem sie einen Zugang zu dem Spin-Statistik-Theorem vermittels projektiver Moduln vor-
stellen [PPRS04].

Viele der modernen Arbeiten weisen darauf hin, dass ein Beweis des Spin-Statistik-Theorems
alleine aus der Geometrie des Systems nicht möglich ist. Man sucht deshalb nach einer gewis-
sen “minimalen Bedingung”, die innerhalb der nichtrelativistischen Quantenmechanik formuliert
werden kann, und die dann vermittels der Geometrie ununterscheidbarer Teilchen auf den Spin-
Statistik-Zusammenhang führt. Ein Ansatz, der in diese Richtung geht ist der Artikel von Bernd
Kuckert [Kuc04], der Motivation für diesen zweiten Teil der vorliegenden Arbeit ist. Der Autor
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präsentiert darin eine Bedingung an die Drehimpulsoperatoren des Ein- bzw. Zweiteilchensys-
tems als zu dem Spin-Statistik-Zusammenhang äquivalente Aussage. Bevor wir die in diesem
zweiten Teil angestrebten Ziele formulieren und unsere Vorgehensweise motivieren, wollen wir
hier kurz die Hauptaussagen des Artikels von B. Kuckert zusammenfassen. Kuckert betrachtet
in seiner Arbeit identische Teilchen sowohl in zwei, als auch in drei Raumdimensionen. Für den
Fall, dass jedes der Teilchen nur zwei Freiheitsgrade hat, erhält er folgendes Ergebnis.

Bezeichne J den Gesamtdrehimpulsoperator des Einteilchensystems, j den
entsprechenden Operator des Zweiteilchensystems, bezogen auf den Schwer-
punkt des Zweiteilchensystems. Dann ist das Spin-Statistik-Theorem äquiva-
lent zu der Aussage, dass ein unitärer Operator U : H1 Ñ H2 zwischen dem
Einteilchen- und dem Zweiteilchenhilbertraum existiert, sodass:

(71) j � 2UJU : ,
dass also das folgende Diagramm kommutiert:

H1

2J
��

H2

j
��

U:oo_ _ _

H1
U //___ H2

In drei Dimensionen reduziert B. Kuckert die Analyse auf die Hilberträume HÒ und HÒ, der
Repräsentanten von Einteilchen- bzw. Zweiteilchenzuständen, in denen die z-Komponenten aller
Spins maximal sind. Er betrachtet auf HÒ die Eigenräume HÒ� und HÒ� des z-Paritätsoperators
Pz : px, y, zq ÞÑ px, y,�zq und gelangt zu folgender Aussage:

Bezeichne Jz die z-Komponente des Einteilchendrehimpulsoperators, jz die
z-Komponente des Zweiteilchendrehimpulsoperators, dann kann die Gleichung

(72) jz � 2UJzU :
nur richtig sein, wenn man sie entweder auf HÒ� oder auf HÒ� einschränkt,
also entweder

H1

2Jz
��

HÒ�
jz

��

U:oo_ _ _

H1
U //___ HÒ�

oder

H1

2Jz
��

HÒ�
jz

��

U:oo_ _ _

H1
U //___ HÒ�

Die Bestätigung des Spin-Statistik-Zusammenhangs ist äquivalent zum ers-
ten, seine Verletzung äquivalent zum zweiten Fall.

Verlieren wir noch kurz einige Worte über die Motivation der Gleichungen (71) und (72) aus der
klassischen Mechanik (vgl. Abbildung 1). Betrachten wir zwei klassische, freie Teilchen gleicher
Masse m mit beliebigen Geschwindigkeiten ~v1 und ~v2. So bringt uns eine Geschwindigkeitstrans-
formation, gekennzeichnet durch die roten Pfeile, in das Schwerpunktsystem. Der Gesamtdre-
himpuls ~LCM im Schwerpunktsystem ist dann offensichtlich gleich dem doppelten Drehimpuls
eines Teilchens ~LiCM. In der Quantenmechanik gehören zu Ein- und Zweiteilchensystem natür-
lich zwei verschiedene Hilberträume. Insbesondere muss man die Konfigurationen, in denen die
Teilchen vertauscht wurden identifizierten.
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m
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ABBILDUNG 1. Zwei klassische Teilchen und ihr Drehimpuls

Für den zweidimensionalen Fall wurde bereits eine geometrische Herleitung des Ergebnisses von
B. Kuckert gefunden [KM05]. Die Kuckert-Aussage wird darin durch eine Analyse der unitären
Darstellungen der braid group Bn bestätigt und sogar auf ein System von n identischen Teilchen
erweitert.1 Gegenstand dieses zweiten Teils der Arbeit ist nun die Grundlagen für eine geometri-
sche Formulierung des dreidimensionalen Ergebnisses von Bernd Kuckert zu formulieren. Dazu
betrachten wir im ersten Kapitel VII des zweiten Teils den Konfigurationsraum von zwei identi-
schen Teilchen in drei Dimensionen. Wir werden feststellen, dass dies gerade die reelle projektive
Ebene RP 2 ist. Desweiteren motivieren wir hier die Beschreibung durch Cn-Vektorbündel. Wir
werden sehen, dass es zwei natürliche Vektorbündel über RP 2 gibt. Die Schnitte des ersten Bün-
dels beschreiben identische Teilchen, die der Bose-Einstein-Statistik gehorchen, die des zweiten
Bündels beschreiben identische Teilchen in der Fermi-Dirac-Statistik. Diese Betrachtungweise ist
demnach eine weitere Herleitung der Fermi-Bose-Alternative aus der Geometrie des Konfigurati-
onsraums identischer Teilchen. In Kapitel VIII formulieren wir dann die SUp2q-Wirkung auf dem
zu betrachtenden Basisraum RP 2. Das letzte Kapitel IX des zweiten Teils befasst sich dann mit
einer einfachen Hochhebung der SUp2q-Wirkung in die beiden Vektorbündel über RP 2 und in die
entsprechenden Boson- und Fermion-Hilberträume.

Es sei an dieser Stelle noch bemerkt, dass das Konzept, in das wir hier anhand der Geometrie
der Beschreibung von identischen Teilchen einen kleinen Einblick erhalten, auch andere An-
wendungsgebiete hat. So betrachtet Christpher J. Isham, auf dessen Darstellungen wir uns bei
dem Lift der SUp2q-Wirkung in Kapitel IX stützen, in seiner Abhandlung [Ish84] einen mög-
lichen Weg der Quantisierung eines nicht einfach zusammenhängenden Konfigurationsraums.
Solch ein Konfigurationsraum kann, wie hier dargestellt, natürlich aus der Ununterscheidbarkeit
von Teilchen erwachsen. Eines der interessantesten Beispiele, wo solche nicht einfach zusammen-
hängenden Konfigurationsräume ebenfalls auftreten, ist aber die Allgemeine Relativitätstheorie,
deren Quantisierung, wie auch der nichtrelativistische Beweis des Spin-Statistik-Theorems, ein
bis heute ungelöstes Problem darstellt.

1Die braid group Bn ist dabei die Fundamentalgruppe des Konfigurationsraums Qn (vgl. (75)) von n identischen Teilchen
(braid: (engl.), Zopf), vgl. [Art47].





KAPITEL VII

Der Hilbertraum für zwei identische Teilchen in R3

Nach der ausführlichen Diskussion des Wigner-Theorems im ersten Teil ist nun klar, dass wir
uns bei der Darstellung von (orthochronen) Symmetrien in der Quantenmechanik, auf die Suche
nach unitären Darstellungen beschränken dürfen.1 Der Darstellungsraum ist demnach ein Hil-
bertraum H mit innerem Produkt x�|�y : H �H Ñ C, der im Allgemeinen aber kein Funktionen-
raum der Form L2 pQ,Cq zu sein braucht. In einer allgemeineren, geometrischeren Formulierung
der Quantenmechanik betrachtet man als Darstellungsraum den Raum Γ

�
V

πÑ Q
	

der Schnit-

te eines Up1q-Vektorbündels V πÑ Q mit typischer Faser Cn über dem Konfigurationsraum Q,
bzw. den Unterraum der quadratintegrablen Schnitte. Diese Betrachtungsweise möchte ich im 1.
Abschnitt dieses Kapitels motivieren. Sie hat den großen Vorteil, dass die Geometrie des Konfi-
gurationsraums direkten Einfluss auf die Geometrie des Darstellungsraums hat.

Im zweiten Abschnitt dieses Kapitels wollen wir kurz herleiten, wie der Konfigurationsraum ei-
nes Systems von zwei identischen Teilchen in R3 aussieht. Der interessante Teil dieses Konfi-
gurationsraumes, der die Information über die Ununterscheidbarkeit der Teilchen trägt, ist ein
projektiver Raum, der RP 2.

Abschnitt 3 widem wir der Konstruktion eines Atlas von RP 2, den wir später zur Formulierung
der Drehungen in RP 2 brauchen. Dieser Atlas hilft uns aber auch dabei in Abschnitt 4 ein Maß für
den RP 2 zu definieren. Das Maß auf RP 2 ist notwendig, um ein Skalarprodukt auf dem Raum
der Schnitte eines Cn-Vektorbündels über RP 2 und damit eine Normierungsbedingung für die
Repräsentanten quantenmechanischer Zustände definieren zu können.

In Abschnitt 5 werden wir herleiten, dass es nur zwei Geradenbündel2 über RP 2 und insbeson-
dere zwei ausgezeichnete Cn-Vektorbündel über RP 2 gibt, die gerade den beiden möglichen Sta-
tistiken in 3 Dimensionen entsprechen, der Bose-Einstein-Statistik auf der einen und der Fermi-
Dirac-Statistik auf der anderen Seite.

Wir schließen dieses Kapitel dann in Abschnitt 6 mit der Angabe der Hilberträume H� und H�
zu den verschiedenen Statistiken für zwei identische Teilchen.

1. Schnitte, Repräsentanten und Up1q-Vektorbündel

Es mangelt in der Quantenmechanik nicht an Beispielen, in denen die globale Struktur des Konfi-
gurationsraums Q eines Systems zu (messbaren) Phasenfaktoren führt. Das vielleicht berühmtes-
te Beispiel ist der Aharonov-Bohm-Effekt [AB59], bei dem Q � S1. Einen kanonischen Weg, diese
globale Struktur in einen quantenmechanischen Darstellungsraum H einzubauen, findet man in
der Beschreibung durch Cn-Vektorbündel über Q:

1Wigner zeigt in seinem Buch [Wig31], in dem man auch den Orginalbeweis seines Theorems findet, dass diejenigen
Symmetrien, die auf antiunitäre Darstellungen führen, eine Zeitumkehr beinhalten; die orthochronen Transformationen,
also solche, die die Zeitrichtung respektieren, führen hingegen auf unitäre Darstellungen.
2Wir bezeichnen in dieser Arbeit die Vektorbündel mit Faserdimension Eins (meist typische Faser C) als Geradenbündel.
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Cn // V

π

��
Q

Da es je nach Konfigurationsraum auch nichttriviale Vektorbündel überQ gibt, sind die Elemente
des Hilbertraums H im Allgemeinen lokale Schnitte ak : Uk Ñ π�1 pUkq, (Uk � Q). Lokal gilt
π�1 pUkq � Uk � Cn, demnach ist für n � 1:

ak : Uk Ñ Uk � C
q ÞÑ ak pqq � pq, αk pqqq ,

wobei αk : Uk Ñ C eine lokale Ortswellenfunktion ist, die den Schnitt ak eindeutig bestimmt.
Wir können uns demnach die lokalen Schnitte des Bündels wie lokalisierte Ortswellenfunktionen
vorstellen. Das bedeutet aber auch, dass sich der Repräsentant eines Gesamtzustandes in Q aus
mehreren lokalen Schnitten ak : Uk Ñ π�1 pUkq zusammensetzt. Dabei muss zum einen natürlich

Q �¤
k

Uk ,

das heißt die Uk bilden eine Überdeckung vonQ. Zum anderen müssen wir eine Normierungsbe-
dingung für den Repräsentanten pUk, akq des Gesamtzustandes formulieren. Dazu brauchen wir
zunächst eine global definierte Wahrscheinlichkeitsdichte ρ : QÑ R�, die auf jedem Uk mit dem
“Betragsquadrat” von ak übereinstimmen soll:

ρ pqq :� xak pqq |ak pqqy @q P Uk .
Wir setzen dabei insbesondere voraus, dass es sich bei V πÑ Q um ein hermitesches Vektorbündel
handelt. Das ist ein Vektorbündel, in dem es auf jeder Faser π�1 pqq � Cnq eine hermitesche Struk-
tur x�|�y : Cnq � Cnq Ñ C gibt, die benötigt wird, um ein Skalarprodukt zwischen den Schnitten
definieren zu können.3 Damit nun ρ : Q Ñ R� auch auf den Überlappungsgebieten Uk X Ul

wohldefiniert ist, müssen wir verlangen, dass es eine Funktion λkl : Uk X Ul Ñ Up1q gibt, sodass:

(73) ak pqq � λkl pqq al pqq @q P Uk X Ul ,

dann ist nämlich (wir unterdrücken die Abhängigkeit von q P Uk X Ul):

ρ � xak|aky � xλklal|λklaly � λklλkl xal|aly � xal|aly @k, l
und wir erhalten die Normierungsbedingung für den Repräsentanten pUk, akq:
(74)

»
Q

ρ pqq dµ pqq � 1 .

Dabei setzen wir voraus, dass die Funktion ρ : Q Ñ R� über Q integrierbar ist, das bedeutet die
Schnitte müssen quadratintegrabel sein. Insbesondere setzt das natürlich voraus, dass wir über-
haupt erst ein Maß auf Q definieren können.4

3Wir verwenden hier das selbe Symbol x�|�y für die hermitesche Struktur auf den Fasern, das wir zuvor für das Ska-
larprodukt zwischen Hilbertraumvektoren verwendet hatten. Es sei deshalb darauf hingewiesen, dass xak pqq |ak pqqy
tatsächlich nur dem Betragsquadrat |αk pqq|2 � αk pqqαk pqq der Wellenfunktionen entspricht, und nicht etwa dem Ska-
larprodukt zwischen Repräsentanten. x�|�y ist hier also lediglich ein lokales Skalarprodukt.
4vgl. Abschnitt 4
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Physikalisch gesprochen beschreibt Gleichung (73) eine lokale Eichtransformation. In der Sprache
der Vektorbündel sind das Vektorbündelautomorphismen λ P AutQ pV q, die jede Faser auf sich
selbst abbilden:

Cn // V

π ��?
??

??
??

λ // V

π����
��

��
�

Q

Insbesondere müssen die Fasern in unserem Fall wegen λkl pqq P Up1q @q P Q eine Up1q-Wirkung
zulassen. Etwas salopp formuliert können wir die Gleichung (73) auch als Vorschrift für das “Zu-
sammenheften” der lokalen Schnitte bezeichnen.

Die hier vorgestellte Betrachtung von Schnitten über einem Cn-Vektorbündel als (lokale) Reprä-
sentanten beinhaltet bereits viele Eigenarten der Quantenmechanik, wie z.B. die Lokalität der
Wellenfunktionen, oder die lokalen Up1q-Eichtransformationen. Überdies ermöglicht es uns diese
Sichtweise, die Geometrie des Konfigurationsraums von Anfang an in die quantenmechanische
Beschreibung des Systems mit einzubauen. Betrachten wir nun also speziell den Konfigurations-
raum des hier zu beschreibenden Systems von zwei identischen Teilchen.

2. Konfigurationsraum für zwei identische Teilchen

Wir betrachten zwei identische Punktteilchen im R3. Der klassische Konfigurationsraum dieses
Systems ist dann gegeben durch:

Q̃2 � R3 � R3z∆ ,

wobei ∆ die Diagonale
∆ :�  p~x1, ~x2q P R6 : ~x1 � ~x2

(
bezeichnet. Die beiden Punktteilchen können sich also nicht am selben Ort aufhalten, aber, zu-
mindest in der klassischen Mechanik, durchaus unterschieden werden. Dem ist nicht so in der
Quantenmechanik, wo die beiden Konfigurationen p~x1, ~x2q und p~x2, ~x1q ununterscheidbar sind.
Der Konfigurationsraum wird also zum Orbitraum der symmetrischen Gruppe S2 auf Q̃2. Wir
haben demnach

Q2 � Q̃2{S2

als Konfigurationsraum von zwei identischen Teilchen. Zerlegen wir nun den klassischen Konfi-
gurationsraum Q̃2 in Schwerpunkts- (CM) und Relativkoordinaten, und schreiben die Relativko-
ordinaten gleich in Kugelkoordinaten, so erhalten wir:

Q̃2 � R3
CM � pR�z t0uq � S2 .

Die Wirkung der symmetrischen Gruppe S2 auf Q̃2 lässt natürlich sowohl Schwerpunkt, als auch
den Abstand r P R�z t0u der beiden Teilchen invariant. Alles was in Q̃2, gegeben in der obigen
Form, durch den Übergang zum Orbitraum der Wirkung der S2 passiert, ist die Identifikation der
Antipoden der Sphäre:

(75) Q2 � Q̃2{S2 � R3
S � pR�z t0uq � �

S2{Z2

�
.

Der interessante Teil des quantenmechanischen Konfigurationsraums von zwei identischen Teil-
chen ist also der Quotient

S2{Z2 � RP 2 ,
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die projektive Ebene.

Wir werden im Folgenden die Schwerpunktskoordinaten abseparieren, auch der Abstand der
Teilchen soll uns nicht weiter interessieren. Wir begeben uns also in das Schwerpunktsystem und
betrachten RP 2 selbst als Konfigurationsraum für zwei identische Teilchen.

Wie in der Einleitung bereits angedeutet, ist es der projektive Charakter dieses Konfigurations-
raums, der letztlich die strikte Unterscheidung in Fermi-Dirac- und Bose-Einstein-Statistik zur
Folge hat. Wir werden diesen Zusammenhang in Abschnitt 5 herleiten. Zuvor wollen wir uns al-
lerdings noch mit der Geometrie des Konfigurationsraums RP 2, seinen Karten und der Definition
eines Maßes auf RP 2 beschäftigen.

3. Die kartesischen Karten des RP 2

Die projektive Ebene RP 2 ist die Zentralprojektion des kartesischen R3, das heißt RP 2 ist der
Orbitraum unter der Wirkung der Einheitengruppe R� auf R3:

RP 2 � R3{R� .
Nun hat der R3 eine kanonische Basis te1, e2, e3u und eine triviale, globale Karte, die Identität.
Sei also x � x1e1 � x2e2 � x3e3 die Darstellung eines Vektors ~x P R3, dann wird durch diesen,
wie bereits im ersten Kapitel dieser Arbeit ausführlich dargestellt, eindeutig ein Strahl x P RP 2

festgelegt. Die homogenen Koordinaten

x � rx1 : x2 : x3s
eines Punktes x P RP 2 sind nun bekanntlich nur bis auf einen Faktor λ P R� eindeutig bestimmt.
Demnach ist rx1 : x2 : x3s � �

x1

x3
:
x2

x3
: 1

�
für x3 � 0

auch eine legitime Darstellung von x. Die beiden Verhältnisse x1
x3

und x2
x3

bestimmen den Punkt
x P RP 2 nun eindeutig. Wir haben also eine Kartenabbildung

(76)
κ3 : K3 Ñ R2

x � rx1 : x2 : x3s ÞÑ �
x1
x3
, x2
x3

	 �: pγ1, γ2q
der Mannigfaltigkeit RP 2 gewonnen. Wobei wir die unendlich ferne projektive Gerade g83 , das
heißt die affine Ebene x3 � 0, aus dem Kartengebiet K3 ausschließen mussten. Der Definitionsbe-
reich von κ3 ist demnach K3 � RP 2zg83 . Die inverse Abbildung κ�1

3 erhält man durch:

κ�1
3 : R2 Ñ K3pλ, µq ÞÑ rλ : µ : 1s .

Ferner überprüft man sehr einfach, dass κ3 : RP 2 Ñ R2 wohldefiniert ist. Denn es gilt für die
homogenen Koordinaten auf der einen Seite rλx1 : λx2 : λx3s � rx1 : x2 : x3s P RP 2 und für die
lokalen Koordinaten auf der anderen

�
λx1
λx3

, λx2
λx3

	 � �
x1
x3
, x2
x3

	 P R2. Für eine geometrische An-
schauung der Kartenabbildung κ3 betrachte man nochmals Abbildung 1 aus Kapitel I. Die Ebene
E � R2 hatten wir dort bereits als Kartenebene bezeichnet, sie ist das Bild von K3 � RP 2 unter
κ3.
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Da nun die Karte pK3, κ3q nicht ausreicht, um die gesamte projektive Ebene RP 2 abzubilden,
brauchen wir offensichtlich noch weitere Karten. Eine kanonische Wahl für eine zweite Karte ist:

(77)
κ2 : RP 2 Ñ R2

x � rx1 : x2 : x3s ÞÑ �
x3
x2
, x1
x2

	 �: pβ1, β2q falls x2 � 0 .

Mit dieser Karte erreichen wir dann alle Strahlen, die nicht in der affinen px2 � 0q-Ebene, also derpx1, x3q-Koordinatenebene liegen. Der einzige Punkt in RP 2, den wir mit den Karten pK2, κ2q undpK3, κ3q noch nicht abbilden können, ist der Strahl, der der Schnittgeraden der px2 � 0q- mit derpx3 � 0q-Ebene, also der x1-Achse entspricht. Ein Bild dieses Strahls erhalten wir in der dritten
kartesischen Karte:

(78)
κ1 : RP 2 Ñ R2

x � rx1 : x2 : x3s ÞÑ �
x2
x1
, x3
x1

	 �: pα1, α2q falls x1 � 0 .

Damit haben wir also einen Atlas A für RP 2 aus den kartesischen Koordinaten des R3 konstruiert:

A � tpK1, κ1q , pK2, κ2q , pK3, κ3qu ,
das heißt jeder Strahl x P RP 2 liegt in mindestens einer der drei Kartengebiete K1, K2 oder K3.
Die Kartengebiete sind dabei die Zentralprojektionen der MengenXl :�  px1, x2, x3q P R3 : xl � 0

(
:

(79) Kl � P pXlq � Xl{R� .
Es bleiben noch die Kartenwechsel zu berechnen. Für den Kartenwechsel in K1 X K2 lesen wir
aus (77) und (78) ab:

(80) α1 � 1
β2

, α2 � β1

β2
und β1 � α2

α1
, β2 � 1

α1
für x1 � 0 ^ x2 � 0 ,

für das Gebiet K2 XK3 haben wir:

(81) β1 � 1
γ2

, β2 � γ1

γ2
und γ1 � β2

β1
, γ2 � 1

β1
für x2 � 0 ^ x3 � 0

und schließlich für K3 XK1:

(82) γ1 � 1
α2

, γ2 � α1

α2
und α1 � γ2

γ1
, α2 � 1

γ1
für x3 � 0 ^ x1 � 0 .

In Abbildung 1 findet man eine geometrische Darstellung des Kartenwechsels pK1, κ1q Ø pK3, κ3q.
Das Kartengebiet K1 � RP 2 besteht dabei aus allen Strahlen, die nicht in der grünen Ebene lie-
gen; K3 � RP 2 besteht aus allen Strahlen, die nicht in der blauen Ebene liegen.

Wir können nun diese Kartengebiete und -abbildungen dazu verwenden, um ein Maß für die
(nicht orientierbare) projektive Ebene RP 2 zu definieren.

4. Ein Maß für RP 2

Betrachten wir speziell das Kartengebiet K3 � RP 2. Das ist nach der Diskussion im vorigen Ab-
schnitt fast der gesamte RP 2, außer den Strahlen, die in der px3 � 0q-Ebene liegen, also in der un-
endlich fernen Geraden g83 . Nun ist diese “unendlich ferne Gerade” insbesondere ein projektiver
Raum der Dimension Eins. Da die projektive Ebene RP 2, für die wir ein Maß definieren wollen,
zweidimensional ist, sollte die unendlich ferne Gerade g83 bezüglich eines sinnvollen Maßes µ in
RP 2 also eine Nullmenge sein: µ pg83 q � 0. Für die Integration auf RP 2 reicht es demnach aus, ein
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x

κ3(x)3

1

2

κ1(x)

ABBILDUNG 1. Der Kartenwechsel in zwei der drei kartesischen Karten des RP 2.

Maß auf K3 � RP 2zg83 zu definieren. Wir betrachten dazu den RP 2 als Orbitraum der Z2 auf S2:

RP 2 � S2{Z2 .

Seien dann pθ, φq, θ P r0, πs, φ P r0, 2πr die Koordinaten auf S2 und sei ferner

S2 � Z2 Ñ S2ppθ, φq , 1q ÞÑ pθ, φqppθ, φq ,�1q ÞÑ pπ � θ, φ� πq
die Wirkung der Z2 auf der Sphäre. Dann sind die Punkte des RP 2 gegeben durch die Äquiva-
lenzklassen rθ, φs :� tpθ, φq , pπ � θ, φ� πqu .
Dem Kartengebiet K3 entspricht dann der Orbitraum von Z2 auf der Menge X3 :� S2zA, der
Sphäre ohne den Äquator A �  pθ, φq P S2 : θ � π

2

(
:

(83) K3 � X3{Z2 � �
S2zA� {Z2

(vgl. (79)). Die unendlich ferne Gerade ist dann g83 � A{Z2 � S1.

Jedem Punkt in K3 entspricht demnach genau ein Punkt auf der offenen Nordhalbkugel

H :� !pθ, φq P S2 : θ ¡ π

2

)
.

Und es gibt eine bijektive Abbildung

(84)
h : RP 2 � K3 Ñ H � S2

rθ, φs ÞÑ h prθ, φsq � # pθ, φq falls θ P �0, π2 �pπ � θ, φ� πq falls θ R �0, π2 � ,

(vgl. Abbildung 2 (a)).

Wir müssen nun überprüfen, ob die in (84) definierte Abbildung tatsächlich wohldefiniert ist.
Zunächst stellt man fest, dass für einen Strahl x � rθ, φs � tpθ, φq , pθ1, φ1qu nicht gleichzeitig
θ P �

0, π2
�

und θ1 P �
0, π2

�
gelten kann, denn die Äquivalenzklassen in rθ, φs bestehen immer aus
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[θ, φ] = {(θ, φ), (π − θ, φ + π)}

θ = 0

θ =
π

2

φ = 0

h([θ, φ]) =

{

(θ, φ) falls θ ∈

[

0, π
2

[

(π − θ, φ + π) falls θ /∈
[

0, π
2

[

x3

x1

x2

A =
{

(θ, φ) : θ = π
2

}

(a)

x3

‖κ3(x)‖ =

√

(γ1(x))2 + (γ2(x))2

=

√

(

x1

x3

)2

+
(

x2

x3

)2

θ

x

tan(θ) =
‖κ3(x)‖

1

x3 = 1

(b)

γ1(x)

γ2(x)

φ

x1x3

x2

cot(φ) =
γ1(x)

γ2(x)

κ3(x)

x

(c)

ABBILDUNG 2. Ein Maß für den RP 2.

genau zwei Antipodenpunkten. Außerdem ist wegen x � rθ, φs P K3 � �
S2zA� {Z2 der Äquator

aus der Definitionsmenge ausgeschlossen, d.h. θ, θ1 � π
2 .

Wir können nun aber h prθ, φsq auch durch die lokalen Koordinaten κ3 pxq � �
γ1 pxq
γ2 pxq

�
des

Strahls x ausdrücken. Wie wir im vorigen Abschnitt gesehen haben, sind diese für jeden Strahl in
K3 eindeutig definiert. Man macht sich anhand der Abbildungen 2 (b) und (c) klar, dass5

θ pxq � ��tan�1 p}κ3 pxq}q�� und φ pxq �
$&% cot�1

�
γ1pxq
γ2pxq	 falls γ2 pxq ¥ 0

cot�1
�
γ1pxq
γ2pxq	� π falls γ2 pxq   0

.

Es ist also θ pxq P �0, π2 � und φ pxq P r0, 2πr, wie wir es wollen. Damit haben wir

h pxq � �
θ pγ1 pxq , γ2 pxqq
φ pγ1 pxq , γ2 pxqq

�
,

5Beachte: cot�1 p8q � 0; cot�1 p�8q � π
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eine offensichtlich wohldefinierte Funktion h : RP 2 � K3 Ñ H � S2.

Ein Maß auf S2 ist nun gegeben durch

µS2 : B
�
S2

� Ñ R�
B ÞÑ µS2 pBq :� ³

B
dΩ � ³

B
sin pθq dθ dφ

für alle messbaren Mengen B P B �
S2

�
. Wir können demnach mit Hilfe der Abbildung h : K3 Ñ

H ein Maß µ3 auf K3 definieren:

µ3

�
B̃
	

:� »
hpB̃q dΩ ,

und nennen eine Teilmenge B̃ � K3 messbar, falls h
�
B̃
	 � S2 messbar ist. Nun ist nach obiger

Argumentation RP 2 � K3 Y g83 . Wollten wir nun h auf RP 2 ausweiten, so müsste in jedem
Fall aus Gründen der Eindeutigkeit h pg83 q � A gelten. Der Äquator A ist aber eine Nullmenge
bezüglich µS2 , wir können also g83 , wie schon zu Anfang vorgeschlagen, als Nullmenge bezüglich
µ3 festlegen. Wir haben dann

µ3

�
RP 2

� � µ3 pK3q �����:0
µ3 pg83 q � »

hpK3q dΩ � »
H

dΩ � » 2π

0

» π
2

0

sin pθq dθ dφ � 2π .

Der große Vorteil dieses Maßes ist, dass es invariant und Drehungen, d.h. invariant unter der
Wirkung von SUp2q ist. Drehen wir beispielsweise ein Bündel von Strahlen, d.h. einen vollen
Doppelkegel mit Knotenpunkt im Ursprung um eine beliebige Achse, so wird sich der Flächen-
inhalt der Schnittfläche dieses Doppelkegels mit der Nordhalbkugel nicht ändern. Wir definieren
also ein Maß auf RP 2 durch:

(85) µ :� µ3 .

Es ist aus der obigen Konstruktion von µ3 klar, dass µ durch (85) streng genommen nicht für alle
messbaren Teilmengen von RP 2 definiert ist. Allerdings liegen die Teilmengen, für die µ nicht
definiert ist, alle in der unendlich fernen Geraden g83 und sind demnach vom Maß Null.

Nachdem wir nun die mehr mathematischen Voraussetzungen für alle Betrachtungen, die wir
innerhalb des RP 2 anstellen werden, beisammen haben, wollen wir uns nun den Vektorbündeln
über der projektiven Ebene zuwenden.

5. Zwei Vektorbündel über RP 2

Die Fragen, mit denen wir uns in diesem Abschnitt beschäftigen wollen, sind:

 Gibt es ein Vektorbündel mit typischer Faser Cn über RP 2? Wenn ja, gibt es genau eins? Wie sehen die Bündel aus, und zu welchen Pribzipalbündel(n) sind sie assoziiert?

Beschränken wir uns der Einfachheit halber zunächst auf Geradenbündel über RP 2, so können
wir die ersten beiden Fragen sehr schnell beantworten: Ja, es gibt ein Geradenbündel über dem
RP 2, und nein, es ist nicht eindeutig.

Bezeichne nämlich Vect1C
�
RP 2

�
die Gruppe von Äquivalenzklassen isomorpher Geradenbündel

über RP 2 mit typischer Faser C, dann ist

(86) Vect1C
�
RP 2

� � Z2 .
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LITERATURBEWEIS. Sei H2
�
RP 2,Z

�
die zweite Kohomologiegruppe von RP 2 mit Koeffizi-

enten in Z. Dann ist nach [Hat03, S. 86, Prop. 3.10]:

Vect1C
�
RP 2

� � H2
�
RP 2,Z

�
.

Des weiteren ist aber
H2

�
RP 2,Z

� � Z2 ,

siehe beispielsweise [EGH80, S. 241]. Damit folgt direkt die Behauptung. �

Das bedeutet also, es gibt zwei Klassen isomorpher Geradenbündel über RP 2. Diesen Sachverhalt
können wir nun aber auch ohne den Formalismus der homologischen Algebra verstehen. Wir
betrachten dazu die universelle Überlagerung

Z2 Ñ S2 Ñ RP 2

der projektiven Ebene. Diese Überlagerung bildet ein Prinzipalbündel. Die Wirkung von Z2 auf
RP 2 ist frei6 und wir dürfen davon ausgehen, dass es zu diesem Bündel auch eine Z2-äquivariante
lokale Trivialisierungen gibt, ohne diese explizit angeben zu wollen.7

Betrachten wir also das Prinzipalbündel

Z2
// S2

π

��
RP 2

Die Gruppe Z2 hat nun zwei natürliche Wirkungen auf Cn, die triviale Wirkung und die Wirkung
mit Vorzeichen:

(87)
τ : Z2 � Cn Ñ Cnp�1, vq ÞÑ vp�1, vq ÞÑ v

,

ς : Z2 � Cn Ñ Cnp�1, vq ÞÑ vp�1, vq ÞÑ �v .

Aus diesen beiden Wirkungen erwachsen nun zwei assoziierte Cn-Vektorbündel, ein triviales
Bündel zur trivialen Wirkung τ und ein “verdrehtes” Bündel zur nichttrivialen Wirkung ς . Die
Elemente des trivialen Bündels sind dabei die Äquivalenzklassen bezüglich der Wirkung τ auf
Cn:

rp, vsτ �  �
p1, v1� P S2 � Cn :

�
p1, v1� � �

pz, τ
�
z�1

�
v
�
, z P Z2

(
� tpp, vq , p�p, vqu� pp, vq .

mit p einem Element aus RP 2 � S2{Z2. Wir haben also als Totalraum des trivialen Bündels:

E� � �
S2 � Cn

� { pZ2, τq � RP 2 � Cn .

6Jeder Punkt der Sphäre hat eine Antipode, es ist also kein Punkt der S2 invariant unter der Wirkung von Z2.
7Eine Definition des Prinzipalbündels findet man in Anhang D.
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Im Falle der nichttrivialen Wirkung ς von Z2 auf C erhalten wir als Äquivalenzklassen:8

rp, vsς �  �
p1, v1� P S2 � Cn :

�
p1, v1� � �

pz, ς
�
z�1

�
v
�
, z P Z2

(
� tpp, vq , p�p,�vqu .(88)

Die Projektion π� dieser Elemente auf den RP 2 ist gegeben durch:

π� �rp, vsς� � rps � p .

Sie ist eindeutig, da offensichtlich rps � r�ps � p. Wir schreiben abkürzend RP 2 r�Cn für den
Totalraum des nicht-trivialen Bündels. Die Fasern dieses Bündels sind gegeben durch:

π�1� ppq �  rp, vsς P RP 2 r�Cn : v P Cn, rps � p P RP 2
(

�  tpp, vq , p�p,�vqu : v P Cn, rps P RP 2
(
.(89)

Diese Fasern sind isomorph zum Cn. Auf der einen Seite sind die obigen Äquivalenzklassen (88)
verschieden, wenn wir zwei verschiedene Vektoren v, v1 P Cn wählen:

rp, vsς � �
p, v1�

ς
ô v � v1 ,

und auf der anderen Seite gehören beide Elemente zur selben Faser (89). Demnach enthält jede
Faser genauso viele Elemente wie Cn. Des weiteren induziert die Vektorraumstruktur von Cn

auch eine Vektorraumstruktur auf den Fasern:

α rp, vsς � β rp, wsς :� rp, αv � βwsς .
Insgesamt haben wir also die beiden Cn-Vektorbündel:

Cn // RP 2 � Cn

π�
��

RP 2

Cn // RP 2 r�Cn

π�
��

RP 2

Wir führen die Bezeichnungen V� für das linke, triviale Bündel; und V�für das rechte, verdrehte
Bündel ein.

Man beachte, dass wir auf den Fasern der beiden Bündel V� und V� eine offensichtliche Up1q-
Wirkung haben:

Up1q � Cn Ñ Cn�
eiϕ, v

� ÞÑ eiϕv ,

die die Z2-Wirkung wegen Z2 � Up1q überdeckt. Zwischen den Schnitten in Γ pV�q bzw. Γ pV�q
können also durchaus lokale Eichtransformationen der Form (73) definiert werden.

Betrachten wir nun also die Schnitte der beiden Bündel V� und V� etwas genauer. In Anhang D
wird die bijektive Beziehung der Schnitte eines assoziierten Bündels P�KF zu den äquivarianten
Funktionen ψ : P Ñ F hergeleitet:

Γ pP �K F q �  
ψ P C8 pP, F q : ψ ppkq � k�1 pψ ppqq @k P K(

.

8Es ist instruktiv sich für den Spezialfall n � 1 die Konstruktion des nicht-trivialen Geradenbündels L� im Anhang E
anzusehen. Man erhält es dort als “komplex-tautologisches” Bündel über RP 2, das der Struktur nach die selben Äquiva-
lenzklassen (88) als Elemente hat.
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Wenden wir diese Korrespondenz auf unsere assoziierten Bündel an, so erhalten wir im trivialen
Fall (Wirkung τ ) eine Korrespondenz zwischen den Schnitten in Γ pV�q und den Funktionen 

ψ P C8 �
S2,Cn

�
: ψ p�pq � τ p�1qψ ppq � ψ ppq( ,

also den symmetrischen Funktionen auf S2. Im zweiten Fall (nichttriviale Wirkung ς) hingegen
haben wir eine Korrespondenz der Schnitte in Γ pV�q zu den Funktionen 

ψ P C8 �
S2,Cn

�
: ψ p�pq � ς p�1qψ ppq � �ψ ppq( ,

also den antisymmetrischen Funktionen auf S2.

Diese Unterscheidung ist die Unterscheidung in fermionische und bosonische Wellenfunktio-
nen, die hier direkt aus der Geometrie des Konfigurationsraums eines Systems von zwei identi-
schen Teilchen folgt. Dass diese sogenannte Fermi-Bose-Alternative bereits in der Geometrie des
Konfigurationsraums “kodiert” ist, ist spätestens seit 1971 bekannt. Damals wurde die Fermi-
Bose-Alternative von Michael G. G. Laidlaw und Cécile Morette-DeWitt mit Hilfe des Feyman-
Pfadintegral-Formalismus in nicht einfach zusammenhängenden Konfigurationsräumen herge-
leitet [LD71]. Einen großen Anteil an der Entwicklung der entsprechenden mathematischen Hilfs-
mittel hatte auch Lawrence Schulmann [Sch68].

6. Zwei Hilberträume

Wir wollen in diesem Abschnitt nun nochmal die Ergebnisse dieses Kapitels zusammenfassen.

 Die Repräsentanten quantenmechanischer Zustände können auf geometrische Weise
durch (lokale) Schnitte eines Cn-Vektorbündels über dem quantenmechanischen Kon-
figurationsraum Q beschrieben werden. Der Konfigurationsraum eines Systems von zwei identischen Teilchen in R3 ist der RP 2. Es gibt genau zwei C-Geradenbündel und zwei natürliche Cn-Vektorbündel über RP 2.

Wir erhalten demnach zwei Hilberträume, den bosonischen Hilbertraum

H� � L2 pΓ pV�q , µq ,
den Raum der bezüglich dem Maß µ quadratintegrablen Schnitte über dem trivialen Cn-Vektor-
bündel V�; und den fermionischen Hilbertraum

H� � L2 pΓ pV�q , µq .
Der nächste Schritt ist nun, die SUp2q-Wirkung auf diesen beiden Hilberträumen zu formulieren.
Wir betrachten im nächsten Kapitel dazu aber zunächst die Wirkung der SUp2q auf dem Basis-
raum RP 2 und kommen im letzten Kapitel auf die Formulierung der SUp2q-Wirkung aufH� und
H� zurück.





KAPITEL VIII

Drehungen auf RP 2

Wir diskutieren in diesem Kapitel die SUp2q-Wirkung auf der projektiven Ebene RP 2. Diese wird
durch die Wirkung der SUp2q auf R3 induziert. Die dreidimensionale Darstellung der SUp2q ist da-
bei natürlich identisch mit der Darstellung der SOp3q auf R3. Wir rufen uns den Zusammenhang
zwischen SUp2q und SOp3q im ersten Abschnitt nochmals in Erinnerung. Im zweiten Abschnitt
formulieren wir dann die induzierten Drehungen auf der projektiven Ebene und leiten her, wie
diese Transformationen in der jeweiligen kartesischen Karte des RP 2 aussehen.

Es sei schon hier angemerkt, dass wir uns in erster Linie für die z-Komponente des Drehimpuls-
operators interessieren, also die Erzeugende von Drehungen um die 3-Achse. Wir werden uns
deshalb an den Stellen wo es die Rechnungen erleichtert, bzw. die Anschauung verbessert, auf
die Diskussion der Drehungen um die 3-Achse beschränken.

1. Die Wirkung der SUp2q auf R3

Die dreidimensionale Darstellung der SUp2q erhält man aus der adjungierten Wirkung der SUp2q
auf ihrer Lie-Algebra sup2q � R3. Wir wollen diese Beziehung nun explizit ableiten.

Die SUp2q besteht bekanntlich aus den unitären p2� 2q-Matrizen mit komplexen Einträgen, deren
Determinante Eins ergibt:

SUp2q �  
U P GLp2,Cq : U : � U�1, detU � 1

(
.

Aus diesen zwei Bedingungen folgt dann bekanntlich, dass die Parametermannigfaltigkeit der
SUp2q die 3-Sphäre S3 ist. Der Tangentialraum an das neutrale Element 12 P SUp2q, also die Lie-
algebra sup2q, ist demnach, als Tangentialraum an eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit, iso-
morph zu R3. Den Isomorphismus erhalten wir aus der allgemeinsten Form eines Elements der
Liealgebra sup2q. Nun ist die sup2q als Teilmenge von GLp2,Cq gegeben durch:1

sup2q �  
A P GLp2,Cq : A: � �A, SpurA � 0

(
.

Ein beliebiges Element aus sup2q kann man deshalb in der Form

A � �
iα β � iγ�β � iγ �iα

�
mit α, β, γ P R

1Die Matrizen in sup2q sind antihermitesch, da für alle A P sup2q:
U: � exp pAq: � exp pAq�1 � U�1

exp
�
A:	 � exp p�Aq

gelten muss. Sie sind wegen
exp �Spur � det � exp

überdies spurlos.

107
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schreiben. Daraus lesen wir eine Basis von sup2q ab:�
0 i

i 0

�
,

�
0 1�1 0

�
,

�
i 0
0 �i

�
.

das sind gerade die Paulimatrizen tσku, multipliziert mit dem komplexen Faktor i. Wir erhalten
demnach als Isomorphismus zwischen sup2q und R3:

ρ : R3 Ñ sup2q
ek ÞÑ iσk ,

mit pekqkPt1,2,3u, der kanonischen Basis des R3 und pσkqkPt1,2,3u,
σ1 � �

0 1
1 0

�
, σ2 � �

0 �i
i 0

�
, σ3 � �

1 0
0 �1

�
,

den Pauli-Spinmatrizen.

Wie oben bereits bemerkt ergibt sich die Wirkung der SUp2q auf dem R3 nun durch die adjungierte
Wirkung der SUp2q auf ihrer Liealgebra:2

R : SUp2q � R3 Ñ R3pU, xq ÞÑ R pU, xq :� ρ�1 pAdU pρ pxqqq .
Für die infinitesimale Wirkung der SUp2q auf R3 erhalten wir also unter Vernachlässigung der
Terme zweiter Ordnung in ϕ:

R

�
exp

�� i
2
ϕkσk



, xlel


 � ρ�1

"
exp

�� i
2
ϕkσk



ρ
�
xlel

�
exp

�
i

2
ϕkσk


*
� ρ�1

"
exp

�� i
2
ϕkσk


�
xliσl

�
exp

�
i

2
ϕkσk


*
� ρ�1

"�
12 � i

2
ϕkσk


�
ixlσl

��
12 � i

2
ϕkσk


*�����:0
O pϕϕq

� ρ�1

"
xliσl � 1

2
ϕkxlσkσl � 1

2
xlϕkσlσk �����:0

O pϕϕq *
� ρ�1

"
xliσl � 1

2
ϕkxl rσk, σls* ,

2Wir bezeichnen ganz allgemein mit AdU das auf TeG � L pGq eingeschränkte Differential der adjungierten Wirkung ad

einer Gruppe G auf sich selbst:
ad : G�G Ñ Gpb, aq ÞÑ adba :� bab�1 ,

also ist padbq� : TG Ñ TG
TaG Ñ Tbab�1G

und somit
Adb :� padbq���TeG

: TeG Ñ TeG

A Ñ bAb�1 .
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woraus mit den bekannten Kommutatorrelationen für die Paulimatrizen: rσk, σls � 2iε m
kl σm

folgt:

R

�
exp

�� i
2
ϕkσk



, xlel


 � ρ�1
 
xmiσm � ε m

kl ϕkxliσm
(

� �
xm � ε m

kl ϕkxl
�
em� ~x� ~ϕ� ~x� ~x� ϕ pϕ̂� ~xq ,(90)

mit ~ϕ � ϕlel und ϕ � }~ϕ}. Gleichung (90) beschreibt eine infinitesimale SOp3q-Drehung um die
Achse ϕ̂ mit (infinitesimalem) Drehwinkel ϕ. Die fundamentalen Vektorfelder

~D : R3 Ñ R3

~x ÞÑ ~D p~xq
der SUp2q- und der SOp3q-Wirkung auf R3 sind also gleich:

~D p~xq :� BBϕ R

�
exp

�� i
2
ϕkσl



, xlel


����
ϕ�0� BBϕ r~x� ϕ pϕ̂� ~xqsϕ�0� ϕ̂� ~x ,

Als Abbildungen R3 Ñ TR3 � R3 können wir die Vektorfelder der Drehungen um die Koordina-
tenachsen bekanntlich als Matrizen schreiben:

�
~D1

	 � J1 �
��� 0 0 0

0 0 �1
0 1 0

��:

��� x1

x2

x3

�� ÞÑ
��� 0�x3

x2

��� e1 � ~x

�
~D2

	 � J2 �
��� 0 0 1

0 0 0�1 0 0

��:

��� x1

x2

x3

�� ÞÑ
��� x3

0�x1

��� e2 � ~x

�
~D3

	 � J3 �
��� 0 �1 0

1 0 0
0 0 0

��:

��� x1

x2

x3

�� ÞÑ
��� �x2

x1

0

��� e3 � ~x ,

die die Kommutatorrelationen

rJk, Jls � ε m
kl Jm

erfüllen.

2. Induzierte Wirkung auf RP 2

Wir betrachten nun die induzierte Wirkung des Dreh-Vektorfeldes

~D : R3 Ñ R3

~x ÞÑ ~D p~xq � ϕ̂� ~x

auf der projektiven Ebene RP 2. Der Anschaulichkeit wegen beschränken wir uns dabei zunächst
auf Drehungen um die 3-Achse. Es ist also ~D3 p~xq � e3 � ~x � �x2e1 � x1e2 das zu betrachtende
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x

κ2(x)
κ1(x)

κ3(x)

1

2

3

ABBILDUNG 1. Drehung eines Strahls um die 3-Achse. Die Durchstoßpunkte des
Strahls durch die Koordinatenebenen, also die Koordinaten des Strahls bezüglich
der jeweiligen Ebene, sind durch kleine Kreise gekennzeichnet. Es sind der Über-
sichtlichkeit wegen nur jeweils die oberen Äste der Hyperbeln gezeichnet.

Vektorfeld. In der Karte pK3, κ3q des RP 2 iduziert dies die infinitesimale Transformation:�
x1

x3
,
x2

x3


 ÞÑ �
x1 � ϕx2

x3
,
x2 � ϕx1

x3


 � pγ1 � ϕγ2, γ2 � ϕγ1q
bzw.

(91) pγ1 pxq , γ2 pxqq ÞÑ pγ1 pxq , γ2 pxqq � ϕ p�γ2 pxq ,�γ1 pxqq .
Für alle projektiven Punkte x in K3 ist

! BBγ1 ���x, BBγ2 ���x) eine Basis des Tangentialraums Tx

�
RP 2

�
.

In dieser Basis können wir die Darstellung des induzierten Vektorfeldes

D̃3 : RP 2 Ñ T
�
RP 2

�
x ÞÑ D̃3 pxq

direkt aus der obigen infinitesimalen Wirkung (91) in impκ3q � R2 ablesen:

(92) D̃3 pxq � �γ2 pxq BBγ1
� γ1 pxq BBγ2

@x P K3 .

Das ist das Vektorfeld einer Drehung um den Ursprung in impκ3q � R2. Das obige Vektorfeld
dreht also den Durchstoßpunkt κ3 pxq des Strahls in der Kartenebene κ3 pK3q, also in der px3 � 1q-
Ebene. Was dabei in den beiden anderen Karten passiert, überlegt man sich anhand der Abbil-
dung 1. Dreht man den Strahl x um die 3-Achse, so überstreicht er die Oberfläche eines Kegels.
Der Durchstoßpunkt κ3 pxq in der blauen Kartenebene beschreibt dabei einen Kreis während sich
die beiden anderen Durchstoßpunkte κ1 pxq und κ2 pxq auf den Schnittkurven des Kegels mit der
jeweiligen Koordinatenebene impκ1q � t~x : x1 � 1u bzw. impκ2q � t~x : x2 � 1u, also auf hyper-
bolischen Kurven bewegen.
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Um dieses Ergebnis auch auf algebraischem Wege herzuleiten, führen wir in der Kartenebene
impκ3q � t~x : x3 � 1u Polarkoordinaten pR3 pxq , φ3 pxqq ein. Dann ist (wir unterdrücken die Ab-
hängigkeit von x P RP 2): �

γ1

γ2

� � �
R3 cos pφ3q
R3 sin pφ3q

�
,

und eine Drehung in der Koordinatenebene impκ3q um den Winkel ϕ hat die besonders einfache
Form: pR3 pxq , φ3 pxqq ÞÑ pR3 pxq , φ3 pxq � ϕq
mit dem erzeugenden Vektorfeld

D̃3 pxq � BBφ3

����
κ3pxq .

In kartesischen Koordinaten erhalten wir also für die Koordinaten des um ϕ gedrehten Strahls:�
γ1

γ2

� pφ3 � ϕq � �
R3 cos pφ3 � ϕq
R3 sin pφ3 � ϕq

�
.

Mit Hilfe der Kartenwechsel (81) und (82) erhält man daraus eine parameterabhängige Darstel-
lung der Drehung in impκ1q und impκ2q:
(93)

�
α1

α2

� pφ3 � ϕq � �
tan pφ3 � ϕq

1
R3 cospφ3�ϕq

�
bzw.

�
β1

β2

� pφ3 � ϕq � �
1

R3 sinpφ3�ϕq
cot pφ3 � ϕq

�
.

Das sind Parameterdarstellungen zweier Hyperbeln. Man prüft nach (wir unterdrücken das Ar-
gument φ3 � ϕ): �

α1

R�1
3


2 � �α2

1

	2 � sin2

cos2
� 1

cos2
� sin2�1

cos2
� �1

und �
β1

1


2 � �
β2

R�1
3


2 � 1
sin2 � cos2

sin2 � 1� cos2

sin2 � 1 .

Daraus liest man die Parameterwerte für die Abstände der Hyperbeläste und Brennpunkte ab,
siehe Abbildung 2. Betrachten wir die obere (grüne) Hyperbel in Abbildung 2, also diejenige in
der Kartenebene impκ1q. Bis auf eine Umbenennung der Koordinatenachsen hat diese die selbe
Form wie die Hyperbel in impκ2q. Die feste Größe all unserer Kegelschnitte ist offensichtlich der
Abstand der jeweiligen Kartenebene xk � 1 vom Ursprung des R3. Dieser Abstand wurde bei
der Wahl der kartesischen Kartenabbildungen festgelegt. Er äußert sich in der Zeichnung in dem
festen Abstand a � 1 (obere Hyperbel). Der zweite Parameter b der Hyperbel wird durch den
Radius des Kreises in der impκ3q-Kartenebene bestimmt (b � 1

R3
). Je flacher der zu drehende

Strahl ist, desto größer ist der Radius R3 und desto flacher werden die Hyperbeln. Insbesondere
überlegt man sich an diesem Bild das folgende: Nähert man sich mit dem zu drehenden Strahl derpx3 � 0q-Ebene, d.h. der unendlich fernen Gerade g83 , so gilt sicherR3 Ñ8, und damit bÑ 0. Auf
der anderen Seite ändert sich nichts an dem Abstand a � 1 der Kartenebene, d.h. der Abstand des
Brennpunktes vom Ursprung: c � ?

a2 � b2 Ñ a � 1. Wir erhalten demnach im Limes R3 Ñ 8
eine Darstellung der Drehung eines Strahls, der sich in der px3 � 0q-Ebene befindet (vgl. (93)):

�
α1

α2

� � �
tan pφ3 � ϕq

0

�
bzw.

�
β1

β2

� � �
0

cot pθ3 � ϕq
�
.

Der Orbit dieses Strahls unter einer Drehung um die 3-Achse ist in der jeweiligen Kartenebene
eine Linie entlang der α1- bzw. β2-Achse, dies wird auch in den obigen Gleichungen deutlich.
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γ1

γ2

κ1 ◦ (κ3)
−1

κ2 ◦ (κ3)
−1

β1

β2

θ3

R3

2

R3

2 +
2

R2

3

α1

α2

a

b

a = 1: Abstand der Kartenebene zum Ursprung

b = 1

R3
: Freier Parameter der Hyperbel

ABBILDUNG 2. Kartenwechsel bei der Drehung eines Strahls um die 3-Achse.
Man beachte, dass die positive α1-Richtung auf der Kartenebene x1 � 1 durch
die 2-Richtung in Abbildung 1 gegeben ist, die positive α2-Richtung ist gegeben
durch die 3-Richtung, schließlich ist pα1, α2q � �

x2
x1
, x3
x1

	
. Entsprechendes gilt für

die βi-Richtungen: pβ1, β2q � �
x3
x2
, x1
x2

	
.

Wir erhalten eine offensichtlichere Parameterdarstellung der Hyperbeln und insbesondere eine
lineare Darstellung für die Drehung um die 3-Achse in den Karten pK1, κ1q und pK2, κ2q, wenn
wir eine Umparametrisierung der Hyperbel vornehmen. Für die erste Hyperbel gilt�

α1

R�1
3


2 � �α2

1

	2 � �1 ,

wir können also Parameter θ, ϑ P R finden, sodass�
α1 pφ3 � ϕq

R�1
3


2 � �
α2 pφ3 � ϕq

1


2 � sinh2 pθ � ϑq � cosh2 pθ � ϑq � �1 .

Da α1
α2
� R3 sin pφ3 � ϕq müssten diese Parameter insbesondere die transzendente Gleichung

sin pφ3 � ϕq � tanh pθ � ϑq
erfüllen. Wir haben dann neue Koordinatenfunktionen, die von den neuen Parametern abhängen,
die wir aber trotzdem mit den selben Buchstaben bezeichnen:�

α1

α2

�
pθ�ϑq �

�
R3 sinh pθ � ϑq
cosh pθ � ϑq

�
.
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Da cosh pθ � ϑq ¡ 0 @ϑ P R, ist dies eine Darstellung des Hyperbelastes α2 ¡ 0. Eine Darstellung
des Astes α2   0 wäre dann:�

α1

α2

�
pθ�ϑq � ��

R3 sinh pθ � ϑq
cosh pθ � ϑq

�
.

Nehmen wir ϑ � 0 als Anfangspunkt unserer Drehung, so wird eine Drehung um den Winkel ϕ
in der Kartenebene impκ1q beschrieben durch:�

R3 sinh pθ � ϑq
cosh pθ � ϑq

� � �
R3 psinh pθq cosh pϑq � cosh pθq sinh pϑqq

cosh pθq cosh pϑq � sinh pθq sinh pϑq
�

� �
cosh pϑq R3 sinh pϑq
1
R3

sinh pϑq cosh pϑq
��

R3 sinh pθq
cosh pθq

�
.

Der Drehwinkel ϕ lässt sich daraus zwar nicht mehr direkt ablesen (man erhält ihn aus der tran-
szendenten Gleichung sin pϕq � tanh pϑq), dafür sieht man deutlich, wie die Drehung in der Kar-
tenebene impκ1q wirkt:

(94)

�
α1

α2

�
pθ�ϑq �

�
cosh pϑq R3 sinh pϑq
1
R3

sinh pϑq cosh pϑq
��

α1

α2

�
θ

.

Für die zweite Kartenebene erhalten wir aus
β2

β1
� R3 cos pφ3 � ϕq :� R3 tanh pθ � ϑq

die Parameterdarstellungen für die Äste β1 ¡ 0 bzw. β1   0:�
β1

β2

�
pθ�ϑq �

�
cosh pθ � ϑq
R3 sinh pθ � ϑq

�
bzw.

�
β1

β2

�
pθ�ϑq � ��

cosh pθ � ϑq
R3 sinh pθ � ϑq

�
.

Die Drehung ist dann gegeben durch die lineare Abbildung:�
cosh pθ � ϑq
R3 sinh pθ � ϑq

� � �
cosh pθq cosh pϑq � sinh pθq sinh pϑq

R3 psinh pθq cosh pϑq � cosh pθq sinh pϑqq
�

� �
cosh pϑq 1

R3
sinh pϑq

R3 sinh pϑq cosh pϑq
��

cosh pθq
R3 sinh pθq

�
,

also gerade durch die zu der obigen Transformation transponierte Abbildung:

(95)

�
β1

β2

�
pθ�ϑq �

�
cosh pϑq 1

R3
sinh pϑq

R3 sinh pϑq cosh pϑq
��

β1

β2

�
θ

.

Zwar wird durch die beiden Gleichungen der lineare Charakter der Transformationen deutlich,
man sollte allerdings beachten, dass die Gleichungen nur innerhalb eines bestimmten Drehwin-
kelbereichs Gültigkeit behalten. Es wird immer nur ein Ast der jeweiligen Hyperbel beschrieben.
Insbesondere sieht man, dass eine Drehung um die 3-Achse, wenn man sie in der Karte pK1, κ1q
bzw. pK2, κ2q beschreibt, aus der Kartenebene impκ1q bzw. impκ2q herausführen kann.

Nachdem wir nun also die Drehungen von Strahlen in der projektiven Ebene ausführlich disku-
tiert haben, werden wir im nächsten Kapitel die Wirkung der SUp2q auf den Vektorbündeln über
RP 2 beleuchten, um dann schließlich eine SUp2q-Wirkung auf den Hilberträumen H� und H�
definieren zu können.





KAPITEL IX

Lift der SUp2q-Wirkung

Ziel dieses Kapitels ist die Formulierung einer SUp2q-Wirkung auf den Hilberträumen H� und
H� zu Bose-Einstein- bzw. Fermi-Dirac-Statistik. Bevor wir jedoch mit der konkreten Hochhe-
bung der SUp2q-Wirkung beginnen können, müssen wir natürlich wissen, was man unter einer
solchen Hochhebung versteht, und wie die generelle Strategie bei einer solchen Hochhebung ist.
Wir werden deshalb den ersten Abschnitt dieses Kapitels einigen allgemeinen Definitionen und
Überlegungen zur Hochhebung einer Gruppenwirkung widmen. Wir stellen dabei ein Schema
vor, das von C. J. Isham in [Ish84, Abschnitt 5.2] beschrieben wird. Isham definiert dabei zu-
nächst die Hochhebung in ein Prinzipalbündel und erhält daraus dann eine Gruppenwirkung
auf den assoziierten Vektorbündeln. Im zweiten und dritten Abschnitt werden wir dieses Schema
dann anwenden und konkrete Hochhebungen der SUp2q-Wirkung in die Vektorbündel V� bzw.
V� konstruieren. Wie wir sehen werden, kann man aus diesen Hochhebungen dann direkt eine
SUp2q-Wirkung auf den Hilberträumen H� bzw. H� definieren. Wir werden hier nur die einfa-
chen Lifts der SUp2q-Wirkung betrachten. Zum Abschluss dieses Kapitels und damit des zweiten
Teils dieser Arbeit machen wir dann noch eine Bemerkung über die nicht-einfachen Lifts der
SUp2q-Wirkung, die der Startpunkt für die geometrische Formulierung von Drehungen von Spi-
noren sind. Für einen Einblick in die weitergehende Strategie bei der Analyse der Drehungen in
H� und H� und der Kuckertgleichung, sei an dieser Stelle dann auf den Ausblick verwiesen.

1. Hochhebung einer Gruppenwirkung

Die Hochhebung einer Gruppenwirkung in ein Faserbündel ist in einer Darstellung von C. J.
Isham [Ish84] in zwei Teile zerlegt. Zunächst wird eine Gruppenwirkung auf dem assoziierten
Prinzipalbündel P formuliert, die natürlich mit der Wirkung der Strukturgruppe verträglich sein
muss. Daraus erhält man dann eine Gruppenwirkung auf den zu P assoziierten Vektorbündeln.
Die Sichtweise, wie sie in Abschnitt VII.5 dargestellt ist, wird uns bei der konkreten Hochhebung
der Gruppenwirkung in den folgenden Abschnitten also behilflich sein. Wir befassen uns aber
zunächst mit dem allgemeinen Fall.

Sei also

K // P

π

��
X

115
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ein Prinzipalbündel mit Strukturgruppe K.1 Sei ferner

l : G�X Ñ Xpg, xq ÞÑ lgx

eine Linkswirkung der GruppeG auf dem BasisraumX . Sei des weiteren ttg : g P Gu eine Familie
von Diffeomorphismen auf dem Totalraum:

tg : P Ñ P .

Dann können wir definieren (vgl. [Ish84, S. 1227]):

DEFINITION IX.1 (Hochhebung in Prinzipalbündel). Die Familie ttg : g P Gu heißt Hochhebung
der Gruppenwirkung oder G-Lift in das Prinzipalbündel P , falls

(i) die Wirkung auf dem Totalraum die Wirkung auf dem Basisraum überdeckt, d.h.

π � tg � lg � π @g P G ,
(ii) t : GÑ DiffpP q eine Linkswirkung auf P darstellt, d.h.:

tg2 � tg1 � tg2g1 @g1, g2 P G ,
(iii) tg für alle g P G ein Automorphismus des Prinzipalbündels ist, d.h. tg : P Ñ P bildet

Fasern auf Fasern ab und ist mit der Rechtswirkung der StrukturgruppeK verträglich:

tg ppkq � tg ppq k @k P K @g P G .
Zusammenfassend können wir das in einem Diagramm ausdrücken:

K // P
tg //

π

��

P

π

��
X

lg // X

mit
lg P DiffpXq
tg ppkq � tg ppq k
tg2 � tg1 � tg2g1 .

@k P K
Haben wir nun eine solche Hochhebung der G-Wirkung vorgegeben, so lässt sich eine einfache
Wirkung von G auf dem assoziierten Vektorbündel P �K Cn definieren durch:

(96) lÒg rp, vs :� rtg ppq , vs
mit rp, vs den Äquivalenzklassen in P �K Cn:

rp, vs �  �
p1, v1� P P � Cn :

�
p1, v1� � �

pk, χ
�
k�1

�
v
�
, k P K(

,

wobei χ : K Ñ GLpn,Cq eine Darstellung von K auf Cn bezeichnet.

Auf dem assoziierten Vektorbündel gibt es dann eine kanonische Projektion auf den Basisraum
X :

πCn : P �K Cn Ñ Xrp, vs ÞÑ πCn prp, vsq :� π ppq ,
die wegen π ppkq � π ppq @k P K wohldefiniert ist (die Strukturgruppe wirkt nur entlang der
Fasern). Man überprüft sofort, dass die durch (96) definierte Wirkung auf P �K Cn die Wirkung
auf dem Basisraum X überdeckt, d.h. die Faserstruktur des Bündels erhält:

(97) πCn
�
lÒg rp, vs� � πCn prtg ppq , vsq � π�tg ppq � lg�π ppq � lg�πCn prp, vsq @ rp, vs P P�KCn .

1Für die Definition eines Prinzipalbündels und die Beziehung zu den assoziierten Bündeln sei auf den Anhang D verwie-
sen.
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Die Wirkung lÒg ist also insbesondere ein Automorphismus des assoziierten Bündels. Außerdem
ist lÒ : GÑ AutpP �K Cnq ein Gruppenhomomorphismus:

(98) lÒg2 � lÒg1 rp, vs � lÒg2 rtg1 ppq , vs � rtg2 � tg1 ppq , vs � rtg2g1 ppq , vs � lÒg2g1 rp, vs ,
lÒg definiert also eine Linkswirkung auf P �K Cn. Ganz allgemein nennt man einen Gruppenho-
momorphismus lÒ : GÑ AutpP �K Cnq eine Hochhebung von G in das assoziierte Bündel.

Zusätzlich tragen die Fasern eines assoziierten Vektorbündels eine Vektorraumstruktur:

α rp, vs � β rp, ws :� rp, αv � βws @α, β P C ,

und wir verlangen von dem Lift lÒg , dass er mit dieser Vektorraumstruktur verträglich ist, das
heißt, dass er die Fasern linear aufeinander abbildet:

(99) lÒg pα rp, vs � β rp, wsq :� α lÒg rp, vs � β lÒg rp, ws .
Ist P �K Cn zusätzlich ein hermitesches Bündel, so kann man noch spezifizieren, ob die hochge-
hobene G-Wirkung lÒ die hermitesche Struktur invariant lässt, d.h.@

lÒgv, lÒgwDgx � xv, wyx @g P G , @v, w P π�1
Cn pxq .

Haben wir also eine solche Hochhebung lÒ : GÑ AutpP �K Cnq in das assoziierte Bündel vorge-
geben, und lässt lÒ zusätzlich die lineare und die hermitesche Struktur auf den Fasern invariant,
so können wir durch

(100) pUpgq sq pxq :� lÒgs �g�1x
� @g P G

eine Wirkung der Gruppe G auf dem Raum Γ pP �K Cnq der Schnitte des assoziierten Bündels
definieren. Man überprüft zunächst, dass durch (100) tatsächlich ein Schnitt definiert wurde, dass
das Bild von x unter pU pgq sq also tatsächlich in der Faser über x liegt, d.h. pU pgq sq pxq P Cnx �
π�1

Cn pxq. Es ist s
�
g�1x

� P Cng�1x, da lÒ aber die Wirkung von G auf dem Basisraum überdeckt (vgl.
(97)) wird diese Faser unter lÒg auf die Faser Cnx abgebildet. Es ist also pU pgq sq pxq P Cnx @x P X .

Die Darstellung U pgq ist sogar unitär, falls das Maß auf dem Basisraum X invariant unter der
Gruppenwirkung G ist.2

BEWEIS. Sei also V Ñ X ein Cn-Vektorbündel über X mit hermitescher Struktur x�|�yx :
Cnx � Cnx Ñ C, die unter der G-Wirkung invariant ist. Sei ferner µ ein G-invariantes Maß auf X .

Dann haben wir zum einen zu zeigen, dass U pgq : Γ pV q Ñ Γ pV q ein linearer Operator ist, d.h.

(101) pU pgq pαa� βbqq pxq � α pU pgq aq pxq � β pU pgq bq pxq @x P X , @a, b P Γ pV q ,
und zum anderen, dass U pgq für alle g P G ein normerhaltender Operator ist, d.h.

(102)
»
X

xpU pgq aq pxq | pU pgq aq pxqyx dµ pxq � »
X

xa pxq |a pxqyx dµ pxq @g P G , @a P Γ pV q .
2Angenommen das Maß µ auf X ist nicht invariant, sondern nur quasiinvariant unter der Gruppenwirkung Gü X , das
bedeutet aus µ pBq � 0 folgt auch µ � g�1 pBq � 0 @g P G und alle messbaren Mengen B � X . Dann muss man, um
eine unitäre Darstellung U auf Γ pP �K Cnq zu bekommen, Gleichung (100) auf der rechten Seite noch mit der Wurzel

der Radon-Nykodym-Dichte
�

dpµ�g�1q
dµ


 1
2

multiplizieren, um eine unitäre Darstellung zu erhalten; vgl. [Ish84, S. 1218

ff] und insbesondere Gleichung 5.2.17 der selben Referenz.
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Dabei sei a P Γ pV q ein Repräsentant im Sinne von (73), das heißt a soll ein auf ganz X definierter,
bis auf lokale Up1q-Eichtransformationen eindeutig bestimmter Schnitt sein.3

Zu (101) sei bemerkt, dass lÒg nach Voraussetzung die Faser Cnx linear auf die Faser Cngx abbildet
(vgl. (99)), wir haben also:

pU pgq pαa� βbqq pxq � lÒg pαa� βbq �g�1x
�

� α lÒga �g�1x
�� β lÒgb �g�1x

�
� α pU pgq aq pxq � β pU pgq bq pxq .

Für (102) folgt zunächst aus der G-Invarianz der hermiteschen Struktur:»
X

xpU pgq aq pxq | pU pgq bq pxqyx dµ pxq � »
X

@
lÒg a �g�1x

� |lÒg b �g�1x
�D
x
dµ pxq

� »
X

@
a
�
g�1x

� |b �g�1x
�D
g�1x

dµ pxq
und mit der Umbenennung y :� g�1x und aus der G-Invarianz des Maßes µ folgt dann die
Behauptung: »

X

xpU pgq aq pxq | pU pgq bq pxqyx dµ pxq � »
X

xa pyq |b pyqyy dµ pgyq
� »

X

xa pyq |b pyqyy dµ pyq
�

Das in Abschnitt VII.4 definierte Maß µ auf RP 2 ist nun invariant unter der Wirkung von SUp2q.
Das heißt, wenn wir einen Lift der Gruppenwirkung SUp2q ü RP 2 nach V� und V� konstruiert
haben, können wir durch (100) einen unitären Operator U� auf Γ pV�q bzw. U� auf Γ pV�q kon-
struieren. Insbesondere ist U� dann auch ein Operator auf dem HilbertraumH�. Da U� unitär ist,
bildet er schließlich quadratintegrable Schnitte auf quadratintegrable Schnitte der selben Norm
ab. H� bzw. H� sind demnach abgeschlossen unter der durch U� bzw. U� definierten Wirkung
von SUp2q.

2. Eine einfache Hochhebung der SUp2q-Wirkung

2.1. Vorbemerkungen. Wir gehen bei der Betrachtung der Drehungen auf den Bündeln V�
und V� von der Wirkung einer Einparameter-Untergruppe (EPU)4

d : R Ñ SUp2q
ϕ ÞÑ dϕ :� exp

�
i
2ϕ pϕ̂ � ~σq�

der SUp2q aus, die die Drehungen um eine Achse ϕ̂ P R3 beschreibt. Bezeichnen wir die SOp3q-
Darstellung dieser Drehung mit Rϕ :� R pdϕq, so induziert diese Wirkung nach Kapitel VIII auch

3Diese Voraussetzung ist notwendig, da wir auf der einen Seite nicht davon ausgehen können, dass V globale Schnitte
zulässt, auf der anderen Seite aber sicherstellen müssen, dass ρa pxq � xa pxq |a pxqyx global definiert ist.
4Kurz gesagt ist eine EPU einer Liegruppe G ein Gruppenhomomorphismus d von der kommutativen Gruppe pR,�q
nach G. Fasst man G als Mannigfaltigkeit auf, so ist d eine Kurve auf G, für die zusätzlich

d
ϕ�ϑ � d

ϕ
d

ϑ

gilt; siehe z.B. [KN63, S. 39].
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eine Wirkung auf dem RP 2:

l : SUp2q � RP 2 Ñ RP 2pdϕ, rxsq ÞÑ ldϕ rxs :� rRϕxs .
Dabei ist l : SUp2q Ñ Diff

�
RP 2

�
nur dann ein Gruppenhomomorphismus, falls wir uns auf die

Elemente der EPU d beschränken:

ldϑdϕ rxs � ldϑ�ϕ rxs � ldϕ�ϑ rxs � �
R
�
dϕ�ϑ�x� � �

R
�
dϕdϑ

�
x
� � �

RϕRϑx
� � ldϑ ldϕ rxs .

2.2. SUp2q-Lift in das Z2-Prinzipalbündel über RP 2. Betrachten wir also zunächst den Lift
der SUp2q-Wirkung in das nichttriviale Z2-Prinzipalbündel über RP 2:

Z2
// S2

π

��
RP 2

Dabei wollen wir den RP 2 als Orbitraum der Z2-Wirkung auf S2 verstehen:

ς : S2 � Z2 Ñ S2ppθ, φq ,�1q ÞÑ pπ � θ, φ� πq .
Die Äquivalenzklassen in RP 2 � S2{Z2 lassen sich demnach schreiben als:

rθ, φs � tpθ, φq , pπ � θ, φ� πqu .
Eine kanonische SUp2q-Wirkung auf dem Totalraum S2 � R3 ist gegeben durch die dreidimen-
sionale Darstellung der SUp2q, die auf R3 bekanntlich mit der der Darstellung der SOp3q zusam-
menfällt. Zur Vereinfachung betrachten wir hier nun speziell die Drehungen um die 3-Achse:

d3 : R Ñ SUp2q
ϕ ÞÑ dϕ3 :� exp

�
i
2ϕσ3

�
,

können dann aber natürlich auch nur Aussagen über den Erzeuger einer Drehung um die 3-
Achse, die 3-Komponente des Drehimpulses, machen. Die Wirkungen der EPU d3 : R Ñ SUp2q
auf dem Totalraum S2 und dem Orbitraum RP 2 � S2{Z2 sind dann gegeben durch:

R : SUp2q � S2 Ñ S2pdϕ3 , pθ, φqq ÞÑ pθ, φ� ϕq und
l : SUp2q � RP 2 Ñ RP 2pdϕ3 , rθ, φsq ÞÑ rθ, φ� ϕs .

Wir müssen nun noch überprüfen, ob die WirkungRϕ3 � R pdϕ3 q : S2 Ñ S2 tatsächlich ein Lift der
Wirkung ldϕ3 : RP 2 Ñ RP 2 im Sinne der Definition IX.1 ist:

zu (i): Es ist offensichtlich

π �Rϕ3 pθ, φq � π � pθ, φ� ϕq � rθ, φ� ϕs � ldϕ3 � rθ, φs � ldϕ3 � π pθ, φq .
zu (ii): Aus der EPU-Eigenschaft von d3 folgt:

Rϑ3�Rϕ3 pθ, φq � Rϑ3 pθ, φ� ϕq � pθ, φ� ϕ� ϑq � Rϑ�ϕ3 pθ, φq � R
�
dϑ�ϕ3

	 pθ, φq � R
�
dϑ3dϕ3

� pθ, φq .
zu (iii): Wir rechnen nur für das nichttriviale Element p�1q P Z2 nach:

Rϕ3 pς ppθ, φq ,�1qq � Rϕ3 pπ � θ, φ� πq � pπ � θ, φ� π � ϕq� pπ � θ, φ� ϕ� πq � ς ppθ, φ� ϕq ,�1q � ς pRϕ3 pθ, φq ,�1q .



120 IX. LIFT DER SUp2q-WIRKUNG

Damit ist Rϕ3 � R � dϕ3 : S2 Ñ S2 ein Lift bezüglich der Wirkung der Einparameter-Untergruppe
d3 : R Ñ SUp2q auf RP 2.

2.3. Ein einfacher Lift in das bosonische Vektorbündel V�. Wir betrachten nun das triviale
Cn-Vektorbündel V� über RP 2:

Cn // RP 2 � Cn

π�
��

RP 2

Es sei daran erinnert, dass dies ein bezüglich der trivialen Wirkung τ der Z2 auf Cn assoziiertes
Vektorbündel zu S2 Ñ RP 2 ist (vgl. Gleichung (87)).

Nun brauchen wir hier, bei einem ohnehin trivialen Vektorbündel, nicht den Umweg über das
Prinzipalbündel zu gehen, sondern können direkt aus der Wirkung ldϕ : RP 2 Ñ RP 2 einen
einfachen Lift in das assoziierte, triviale Cn-Vektorbündel V� definieren. Lassen wir die SUp2q
auf Cn trivial wirken, so erhalten wir mit

(103)
lÒ : SUp2q � �

RP 2 � Cn
� Ñ RP 2 � Cnpdϕ, px, vqq ÞÑ lÒdϕ px, vq :� pldϕx, vq

einen Lift der SUp2q-Wirkung ldϕ auf RP 2. Offensichtlich überdeckt lÒdϕ : RP 2 �Cn Ñ RP 2 �Cn

die Wirkung auf dem Basisraum und erbt die Gruppenhomomorphismuseigenschaft von ldϕ (vgl.
Gleichungen (97) und (98)). Desweiteren bildet lÒdϕ die Fasern linear aufeinander ab, schließlich
haben wir den einfachen Lift lÒdϕ mit der trivialen Wirkung auf den Fasern gewählt, d.h. in der
zweiten Komponente ist lÒdϕ einfach die Identität.

Der unitäre Operator dieser Wirkung ist dann gegeben durch:

pU� pdϕq aq pxq � lÒdϕa pld�ϕxq� lÒdϕ pld�ϕx, α pld�ϕxqq� pldϕd�ϕx, α pld�ϕxqq� px, α pld�ϕxqq .
Für n � 1 entspricht das gerade der einfachen Wirkung einer Drehung dϕ auf die Funktion
α : RP 2 Ñ C: pU pdϕqαq pxq � α pld�ϕxq .

2.4. Ein einfacher Lift in das fermionische Bündel. Kommen wir nun zu der einfachen
Hochhebung der SUp2q-Wirkung in das nicht-triviale, fermionische Vektorbündel V�:

Cn // RP 2 r�Cn

π�
��

RP 2

Die Elemente des Totalraums dieses Bündels sind nach (88) gegeben durch die Äquivalenzklas-
sen: rpθ, φq , vsς � tppθ, φq , vq , ppπ � θ, φ� πq ,�vqu .
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Nun haben wir bereits in Abschnitt 2.2 einen Lift der Einparameter-Untergruppe d3 : R Ñ SUp2q
in das zu V� assoziierte Prinzipalbündel gefunden und können jetzt den entsprechenden Lift in
das assoziierte Vektorbündel V� konstruieren.

Wir können die SUp2q hier für den einfachen Lift wieder trivial auf dem Cn wirken lassen. Wir
erhalten dann den einfachsten Lift der EPU d3 : R Ñ SUp2q nach V� als:

lÒ : SUp2q � �
RP 2 r�Cn

� Ñ RP 2 r�Cn�
dϕ3 , rpθ, φq , vsς� ÞÑ rpθ, φ� ϕq , vsς .

Man überprüft auch hier wieder, dass es sich um einen Lift in das assoziierte Bündel handelt. Wir
haben:

π� � lÒdϕ3 rpθ, φq , vsς � π� rpθ, φ� ϕq , vsς � rθ, φ� ϕs � ldϕ3 rθ, φs � ldϕ3 � π� rpθ, φq , vsς .
und

lÒdϑ3 �lÒdϕ3 rpθ, φq , vsς � lÒdϑ3 rpθ, φ� ϕq , vsς � rpθ, φ� ϕ� ϑq , vsς � lÒdϑ�ϕ3
rpθ, φq , vsς � lÒdϑ3dϕ3 rpθ, φq , vsς .

Schreiben wir die Äquivalenzklassen als Mengen aus, so ist lÒdϕ3 P AutpV�q gegeben durch:

lÒdϕ3 : tppθ, φq , vq , ppπ � θ, φ� πq ,�vqu ÞÑ tppθ, φ� ϕq , vq , ppπ � θ, φ� ϕ� πq ,�vqu .
Wir können dann einen unitären Operator U�, der die d3-Wirkung auf dem Raum der Schnitte
Γ pV�q beschreibt, explizit angeben:

pU� pdϕ3 q aq pxq :� lÒdϕ3 a�ld�ϕ3
x
	
.(104)

Sei der Schnitt a P Γ pV�q nun für n � 1 gegeben durch

a pxq :� rpθ, φq , α pθ, φqsς
mit α : S2 Ñ C einer antisymmetrischen Funktion. Dann ist

pU� pdϕ3 q aq pxq � lÒdϕ3 rpθ, φ� ϕq , α pθ, φ� ϕqsς� rpθ, φq , α pθ, φ� ϕqsς .
Wir haben also wieder das Ergebnis für die Transformation von Funktionen reproduziert.

2.5. Die irreduziblen Darstellungen der SUp2q. Wie wir aus den letzten Abschnitten ler-
nen, sollte ein nicht-einfacher Lift in das fermionische bzw. in das bosonische Bündel eine SUp2q-
Wirkung auf den Fasern Cn des jeweiligen Bündels beinhalten. Das führt uns also direkt auf die
irreduziblen Darstellungen der SUp2q. Zu fester Gesamtdrehimpulsquantenzahl j � max pmjq
gibt es 2j � 1 orthogonale Eigenvektoren t|j,mjyumjPt�j,...,ju. Die irreduziblen Darstellungen der
SUp2q sind folglich Darstellungen auf einem p2j � 1q-dimensionalen C-Vektorraum. Die mj sind
dabei die Eigenwerte der Komponente j3 des Gesamtdrehimpulsoperators des Zweiteilchensys-
tems. Um also eine irreduzible Wirkung der SUp2q auf den Fasern, und damit nicht-einfache Lifts
der SUp2q zuzulassen, müssen die Fasern der Vektorbündel V� bzw. V� die Dimension 2j � 1
haben.

Insgesamt haben wir also die beiden Bündel
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C2j�1 // RP 2 � C2j�1

π�
��

RP 2

und

C2j�1 // RP 2 r�C2j�1

π�
��

RP 2

als Startpunkt, um die Drehimpulsoperatoren für bosonische bzw. fermionische Systeme zu un-
tersuchen.



ANHANG D

Assoziiertes Bündel und äquivariante Funktionen

Dieser Anhang ist dazu gedacht, den Zusammenhang zwischen Schnitten in einem assoziierten
Bündel P �K F und den bezüglich der Wirkung der StrukturgruppeK äquivarianten Funktionen
P Ñ F über dem Prinzipalbündel P herzuleiten. Wir betrachten dazu zunächst noch einmal die
Konstruktion eines assoziierten Bündels aus einem Prinzipalbündel.

Kurz gesprochen ist ein Prinzipalbündel ein Rechts-K-Raum mit äquivarianter Trivialisierung.
Etwas ausführlicher bedeutet das (cf. [Ish84, S. 1208]):

DEFINITION D.1 (Prinzipalbündel). Ein Prinzipalbündel ist ein Faserbündel P πÑ X , dessen
typische Faser eine Liegruppe K ist, die auf dem Totalraum P von rechts wirkt und zusätzlich
die folgenden Eigenschaften besitzt:

(i) Die Rechtwirkung von K

P �K Ñ Ppp, kq ÞÑ pk

auf dem Totalraum P ist frei.a

(ii) Die lokalen Trivialisierungen von P

φ : π�1 pUq Ñ U �K

sind K-äquivariant, d.h.b

φ ppkq � φ ppq k @k P G .
a“frei” bedeutet, dass es keinen Punkt p P P gibt, der unter der Wirkung von G invariant ist.
bDie Wirkung von K auf U �K wird dabei natürlich durch die Rechtswirkung der Gruppe K auf sich selbst definiert:pU �Kq �K Ñ U �Kppx, hq , kq ÞÑ px, hkq

Dass die Wirkung von K auf P frei ist, hat zur Folge, dass der Orbitraum P {K wieder eine Man-
nigfaltigkeit, nämlich der BasisraumX ist (Quotientenraumtheorem, für Details siehe z.B. [Lee03,
Thm. 9.16]). Die Orbits von K auf P sind dann die Fasern des Prinzipalbündels und die Wirkung
von K auf diesen Fasern, die demnach im Wesentlichen Kopien von K sind, ist frei und transitiv.

Sei also

K // P

π

��
X
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ein Prinzipalbündel. Zur Konstruktion eines assoziierten Bündels brauchen wir nun zusätzlich
eine Linkswirkung von K auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit F :

K � F Ñ F .

Dann können wir ein assoziiertes Bündel zu P πÑ X mit typischer Faser F bilden. Wir definieren
dazu eine Rechtswirkung von K auf P � F durch

pP � F q �K Ñ P � Fppp, fq , kq ÞÑ �
pk, k�1f

�
.

Da die Wirkung vonK auf P frei ist, ist die hier definierte Wirkung vonK auf P�F insbesondere
auch frei, und der Quotientenraum

P �K F :� pP � F q {K
ist wieder eine Mannigfaltigkeit. Diese Mannigfaltigkeit ist dann der Totalraum des assoziierten
Bündels von P mit typischer Faser F :

F // P �K F

��
X

der natürlich aus Äquivalenzklassen

rp, f s �  �
p1, f 1� P P � F :

�
p1, f 1� � �

pk, k�1f
�
, k P K(

besteht.

Für die Schnitte solcher assoziierter Bündel haben wir die wichtige

FESTSTELLUNG D.2 (Schnitte und äquivariante Funktionen). Die Schnitte des assoziierten BündelspP �K F q Ñ X stehen in bijektiver Korrespondenz zu den äquivarianten Funktionen ψ : P Ñ F , d.h.a

Γ pP �K F q �  
ψ P C8 pP, F q : ψ ppkq � k�1 pψ ppqq @k P K(

.

avgl. [Ish84, Gleichung (5.1.34)]

Auf der linken Seite der definierenden Gleichung in obiger Feststellung wirkt k P K von rechts
auf ein Element p P P , auf der rechten Seite wirkt k�1 P K von links auf ein Element ψ ppq P F .
Natürlich hängt diese Definition der äquivarianten Funktionen direkt mit der oben definierten
Rechtswirkung der GruppeK auf P �F zusammen, wie man am Beweis der Feststellung explizit
sieht.

BEWEIS. Sei ψ P C8 pP, F q eine äquivariante Funktion, d.h.

ψ ppkq � k�1ψ ppq @k P K ,

dann können wir einen Schnitt σψ : X Ñ P �K F definieren:

σψ pxq :� rpx, ψ ppxqs mit px P π�1 pxq ,
der wegen rpxk, ψ ppxkqs � �

pxk, k
�1ψ ppxq� � rpx, ψ ppxqs
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nicht von der Wahl des Repräsentanten px P π�1 pxq � Kx abhängt. Man kann schließlich wegen
der transitiven Wirkung der Gruppe K auf den Fasern Kx jedes beliebige Element in qx P Kx in
der Form qx � pxk für ein k P K schreiben.

Sei nun umgekehrt σ : X Ñ P �K F ein Schnitt des assoziierten Bündels, dann lässt sich in
eindeutiger Weise durch die Gleichung

σ pπ ppqq � rp, ψσ ppqs @p P P
eine Funktion ψσ P C8 pP, F q definieren, die dann wegen

rp, ψσ ppqs � σ pπ ppqq � σ pπ ppkqq � rpk, ψ ppkqs � �
pkk�1, kψσ ppkq� � rp, kψσ ppkqs

auch K-äquivariant ist:

ψσ ppq � kψσ ppkq ô ψσ ppkq � k�1ψσ ppq .
Insbesondere sehen wir, dass

σpψσq pxq � rpx, ψσ ppxqs � σ pπ ppxqq � σ pxq @x P X
und dass ferner wegen �

p, ψpσψq ppq� � σψ pπ ppqq � rp, ψ ppqs @p P P
auch ψpσψq ppq � ψ ppq gilt. Demnach sind die oben definierten Zuordnungen

ψ ÞÑ σψ und σ ÞÑ ψσ

invers zueinander, und wir haben tatsächlich die behauptete bijektive Korrespondenz. �





ANHANG E

L� als komplex-tautologisches Bündel über RP 2

Wir gehen bei unseren Betrachtungen in diesem Anhang von Gleichung (86) aus:

Vect1C
�
RP 2

� � Z2 .

Wir stellen dabei eine etwas andere Sichtweise als die in Abschnitt VII.5 betrachtete vor. Es wird,
für den Spezialfall von Vektorbündeln mit Faserdimension Eins, jeweils ein C-Geradenbündel
für jede Äquivalenzklasse in Vect1C

�
RP 2

�
konstruiert. Wir orientieren uns dabei an den Ausfüh-

rungen von Andrés Reyes in [Rey06].1 Nach einer kurzen Bemerkung über das neutrale Element
in Vect1C

�
RP 2

�
im ersten Abschnitt konstruieren wir im zweiten Abschnitt dann einen Reprä-

sentanten aus dem nichttrivialen Element in Vect1C
�
RP 2

�
. Es wird uns dabei die Analogie zum

tautologischen Bündel über RP 2 behilflich sein.

1. Das neutrale Element in Vect1C
�
RP 2

�
Vect1C

�
RP 2

�
ist eine Gruppe und hat somit auch ein neutrales Element. Bei Äquivalenzklassen

von Faserbündeln entspricht dies dem trivialen Bündel:

C // RP 2 � C

��
RP 2

Wir bezeichnen dieses Bündel kurz mit L� π�ÝÑ RP 2. Man beachte, dass die Übergangsabbildun-
gen t�lm : Kl XKm Ñ 1 � Z2 � Up1q dieses Bündels alle trivial sind. Als Strukturgruppe dieses
Bündels ist demnach jede Gruppe erlaubt, die eine Wirkung auf der typischen Faser C hat. Wie
wir bereits in Kapitel VII gesehen haben, entsprechen die Schnitte dieses Bündels in kanonischer
Weise den symmetrischen Funktionen ψ : S2 Ñ C. Nehmen wir nämlich einen beliebigen Schnitt
σ P Γ pL�q, also eine Abbildung

σ : RP 2 Ñ L�
p ÞÑ σ ppq ,

so gibt es zu diesem Schnitt eine Funktion s : RP 2 Ñ C, sodass

σ ppq � pp, s ppqq @p P RP 2 .

Nun entsprechen jedem Punkt p P RP 2 � S2{Z2 zwei Antipodenpunkte tp,�pu der Sphäre. Eine
Funktion ψ : S2 Ñ C, die s : RP 2 Ñ C repräsentiert, muss also in jedem Fall

ψ ppq � s ppq � ψ p�pq mit p � rps � tp,�pu
1A. Reyes erhält die Existenz von zwei nicht isomorphen Geradenbündeln über dem RP 2, anders als wir, aus der Theorie
der projektiven Moduln (vgl. Kapitel 3 und 4 seiner Arbeit).
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erfüllen. Die Funktion ψ ist also symmetrisch.

2. Das komplex-tautologische Bündel

Neben dem trivialen gibt es nun noch ein zweites, natürliches Geradenbündel über der projekti-
ven Ebene: das tautologische Bündel. Das ist ein Bündel mit Basisraum RP 2, bei dem die Faser
über einem Punkt p P RP 2 die entsprechende Ursprungsgerade tαp : p P p, α P Ru � R3 ist. Der
Totalraum dieses Bündels ist demnach die Menge

E
�
LR�� �  pp, wq P RP 2 � R3 : w P p

(
�  pp, wq P RP 2 � R3 : w � αp, rps � p, α P R

(
(105)

Wir haben dann die Projektion:
π : pp, wq ÞÑ p .

Um nun eine lokale Trivialisierung dieses Bündels zu konstruieren, brauchen wir eine umkehr-
bare Abbildung

φ : π�1 pUq Ñ U � Rpp, wq ÞÑ pp, ϕ pwqq
wobei U � RP 2 eine offene Umgebung und pp, wq ein allgemeines Element in π�1 pUq � E

�
LR��

bezeichnet. In der ersten Komponente von φ haben wir die Identität. Damit aus φ eine umkehr-
bare Abbildung wird, muss auch die Abbildung

ϕ : R3 Ñ R
w ÞÑ ϕ pwq

der zweiten Komponente eindeutig sein. Wir verwenden zur Konstruktion dieser Abbildung,
die bereits in Abschnitt VII.3 gewählten lokalen Kartengebiete tK1,K2,K3u des RP 2. Es sei an
dieser Stelle nochmal daran erinnert, dass diese Kartengebiete Zentralprojektionen der Mengen
Xl �  px1, x2, x3q P R3 : xl � 0

(
sind:

Kl � P pXlq � RP 2

(vgl. Formel (79)). Sei also p P Kl, sei ferner p P R3 ein normierter Repräsentant des Strahls p, den
wir in diesem Fall als Teilmenge p � tp,�pu � S2 auffassen können. Wegen p P Kl ist dann also
p P Xl und somit die entsprechende Komponente pl � 0. Zum anderen gibt es zu dem Vektor w P
R3 wegenw P p einen Skalar β P R, sodassw � βp. Da es keinen ausgezeichneten Repräsentanten
in p gibt, müssen wir w � �β p�pq als mögliche Kombination für w auch zulassen und können
deshalb nicht einfach den Skalar β P R als Bild ϕ pwq nehmen (man könnte dann ebensogut �β
nehmen). Der Wert ϕ pwq P R, den wir w zuordnen, muss eindeutig sein, insbesondere muss also
ϕ pwq den selben Wert liefern, wenn man statt p P tp,�pu den gespiegelten Vektor �p P tp,�pu
als normierten Repräsentanten von p P RP 2 wählt. Zusammenfassend muss also

tβp,�β p�pqu ÞÑ ϕ pwq .
Wir erreichen dies durch die Definition

ϕ pwq :� β
pl|pl| � β sgnpplq .

Wir nehmen also die in der Karte Kl ausgezeichnete l-Achse el � R � R als Referenz und tragen
die Länge β der Vektoren auf dieser Achse auf. Die Richtung, in die β aufgetragen wird (positiv
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oder negativ) hängt dabei nicht von dem gewählten Repräsentanten �p P p ab, denn wir haben

βp � w � �β p�pq und
ϕ pβpq � ϕ pwq � ϕ p�β p�pqq

β sgnpplq � �β sgnp�plq .
Die lokalen Trivialisierungen des tautologischen Bündels ergeben sich daraus zu:

(106)
φl : π�1 pKlq Ñ Kl � Rpp, wq � pp, βpq ÞÑ pp, φ pwqq � pp, sgnpplqβq .

Nun hat das tautologische Bündel über RP 2 als typische Faser den Vektorraum der reellen Zahlen
R. Um daraus ein komplexes Geradenbündel zu machen, müssen wir die obige Konstruktion
des Totalraums und der lokalen Trivialisierungen ins Komplexe erweitern. Dabei werden wir
sehen, dass das aus dieser Verallgemeinerung gewonnene komplex-tautologische Geradenbündel
über RP 2 ein Repräsentant der zweiten, nichttrivialen Äquivalenzklasse in Vect1C

�
RP 2

�
ist. Sei

zur konkreten Konstruktion |�y : R3 Ñ C3

p � piei ÞÑ |py :� pi |eiy ,
die natürliche Inklusion des R3 in C3, wobei teiu die kanonische Basis von R3 und t|eiyu die des
C3 bezeichnet. Wir definieren dann als Totalraum des zu konstruierenden C-Geradenbündels:

(107) E pL�q �  pp, |wyq P RP 2 � C3 : |wy � λ |py , rps � p, λ P C
(

(vgl. Gleichung (105)) mit der Projektion

π� : pp, |wyq ÞÑ p .

Wegen der beiden Elemente in der Äquivalenzklasse p � rps � tp,�pu gibt es nun wieder die
beiden Schreibweisen |wy � λ |py � �λ |�py, λ P C für den Vektor |wy P C3, wonach

pp, |wyq � pp, λ |pyq � pp, p�λq |�pyq ,
zwei offensichtlich äquivalente Darstellungen für das selbe Element pp, |wyq P E pL�q sind. Ein
Element in E pL�q lässt sich demnach auch als Äquivalenzklasse schreiben:

(108) rp, |wys � tpp, λ |pyq , pp,�λ |�pyqu .
Vergleicht man diese Äquivalenzklasse mit der in Abschnitt VII.5 gefundenen Äquivalenzklasse
(88) des nichttrivialen Vektorbündels V� für die Faserdimension n � 1, so sieht man ein, dass
beide Klassen Elemente des selben Bündels beschreiben. Ein Wechsel des Repräsentanten pÑ �p
in (88) bzw. (108) ändert auch das Vorzeichen des Vektors v P C1 in (88) bzw. λ P C in (108).

Analog zum reellen Fall konstruieren wir nun die lokalen Trivialisierungen des komplex-tauto-
logischen Bündels. Diese sollen natürlich nicht von der Wahl des Repräsentanten p P p abhängen.
Wir definieren analog zu (106):

(109)
φl : π�1� pKlq Ñ Kl � Cpp, λ |pyq ÞÑ pp, sgnpplqλq l P t1, 2, 3u ,

mit p P p, }p} � 1, p � pp1, p2, p3q P R3. Genauso wie oben rechnet man nach, dass diese Triviali-
sierungen wohldefiniert sind:

φl pr�ps , p�λq |�pyq � pr�ps , sgnp�plq p�λqq � prps , sgnpplqλq � φl prps , λ |pyq .
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ABBILDUNG 1. Bild (a) zeigt die pxl, xmq-Ebene. Für Strahlen p P Kl XKm, de-
ren senkrechte Projektion auf diese Ebene sich in dem grünen Bereich befindet,
ist tlm ppq � �1; für Strahlen q P Kl X Km, deren Projektion sich in dem roten
Bereich befindet ist tlm pqq � �1. Strahlen r, die auf eine der Achsen projiziert
werden, liegen nicht in Kl XKm. Anhand von Bild (b) überlegt man sich leicht,
welche Strahlen für die jeweilige Übergangsabbildung welches Vorzeichen pro-
duzieren. Ferner sieht man, dass dieses Vorzeichen wohldefiniert, d.h. für jeden
Strahl p eindeutig festgelegt ist. Für den gezeichneten Strahl ist beispielsweise
tkl ppq � tmk ppq � �1 und tlm ppq � �1, für die Koordinatenachsen, die natür-
lich auch Strahlen darstellen, lässt sich kein Vorzeichen festlegen, da sie jeweils
nur in einem Kartengebiet und damit nicht im Definitionsbereich der Übergangs-
abbildungen liegen. Man erhält aus Abb. (b) eine Tabelle der Form (c), anhand
derer man die Relationen (Kozykelbedingung, etc.) zwischen den Übergangsab-
bildungen überprüfen kann.

Mit den lokalen Trivialisierungen (107) haben wir natürlich auch die Übergangsabbildungen t�lm :
Kl XKm Ñ Z2. Aus der bekannten Gleichung

φl � φ�1
m pp, αq � �

p, t�lm ppqα� @p P Kl XKm

folgt nämlich @ rps � p P Kl XKm:

prps , αq φ�1
mÞÝÑ prps , sgnppmqα |pyq φlÞÝÑ prps , sgnpplq sgnppmqαq � prps , sgnpplpmqαq

und wir lesen ab:
t�lm prpsq � sgnpplpmq .

Die Wohldefiniertheit und die Kozykelbedingungen dieser Übergangsabbildungen liest man di-
rekt aus der Abbildung 1 ab, oder rechnet die Eigenschaften einfach nach. Wegen t�lm ppq P t�1,�1u �
Z2 haben wir den speziellen Fall, dass die Übergangsabbildungen selbstinvers sind:

t�lm ppq � t�ml ppq � �
t�lm��1 ppq .

Ferner rechnet man leicht nach, dass sie die Kozykelbedingungen erfüllen:

t�kl ppq t�lm ppq � t�km ppq .
Wir haben demnach ein zweites C-Geradenbündel
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C // L�
��

RP 2

über RP 2 konstruiert, dessen Übergangsabbildungen

t�lm : Kl XKm Ñ Z2rps ÞÑ t�lm prpsq � sgnpplpmq
offensichtlich nicht trivial sind (vgl. auch Abb. 1).

Auch hier können wir sehen, dass die lokalen Schnitte2 σ P Γ pL�q dieses Bündels den antisym-
metrischen Funktionen ψ : S2 Ñ C entsprechen. Sei nämlich

σl : Kl Ñ L�rps ÞÑ σl prpsq � prps , α |pyq
ein Schnitt in Γ pL�q, dann gibt es eine Funktion ψl : S2 Ñ C, sodass

σl prpsq � prps , ψl ppq |pyq .
Nun darf der Wert des Schnittes σl P Γ pL�q nicht von der Wahl des Repräsentanten p P rps �tp,�pu abhängen. Für die Funktion ψl : S2 Ñ C muss demnach gelten:

prps , ψl ppq |pyq � σl prpsq � σl pr�psq � pr�ps , ψl p�pq |�pyq � prps ,�ψl p�pq |pyq ,
also

ψl p�pq � �ψl ppq ,
das heißt ψl : S2 Ñ C ist eine antisymmetrische Funktion. Insbesondere folgt daraus auch,
dass jede stetige Funktion ψl : S2 Ñ C mindestens eine Nullstelle hat, d.h. jeder Schnitt σl :
RP 2 Ñ L� hat mindestens eine Nullstelle und das Bündel L� ist folglich nicht isomorph zu dem
trivialen Bündel L�.3 L� ist also tatsächlich ein Repräsentant der zweiten Äquivalenzklasse in
Vect1C

�
RP 2

�
.

Für die Faserdimension Eins, also für die Geradenbündel L� und L� über RP 2, lassen sich auf
diese Weise also die Ergebnisse aus Abschnitt VII.5 reproduzieren.

2Das Bündel L� π�ÝÑ RP 2 lässt natürlich nur lokale Schnitte σl : Kl Ñ L� zu, da die Existenz eines globalen Schnitts
σ : RP 2 Ñ L der Trivialität des Bündels L gleichkommt.
3Äquivalent zu der Aussage, dass ein Bündel trivial ist, ist bekanntlich die Aussage, dass es einen (stetigen) Schnitt ohne
Nullstelle zulässt.





Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben in dieser Arbeit an zwei Beispielen gesehen, wie die projektive Geometrie - angewandt
in zwei unterschiedlichen Teilgebieten der Quantenmechanik - zu fundamentalen Ergebnissen
führt.

Im ersten Teil habe ich gezeigt, wie der Hauptsatz der projektiven Geometrie, erweitert auf die
quasiunitären Kollineationen im projektiven Hilbertraum, auf das fundamentale Wigner-Theorem
zur Realisierung von Symmetrien auf dem Hilbertraum führt. Wir haben bereits in Kapitel VI
darauf hingewiesen, dass es interessant wäre zu untersuchen, ob der Hauptsatz der projektiven
Geometrie auch für solche Kollineationen, die nicht aus der Invarianz der projektiven Hilber-
traumstruktur d : PH� PHÑ R� folgen, seine Gültigkeit behält.

Ein weiteres im ersten Teil behandeltes Thema ist das Auftauchen projektiver Phasen bei der
Realisierung von Symmetrien auf dem Hilbertraum. Es ist uns gelungen eine hinreichende Be-
dingung für das Verschwinden dieser projektiven Phasen herzuleiten. Diese Bedingung war die
Trivialität der zweiten Gruppenkohomologie der entsprechenden Symmetriegruppe. Wir konn-
ten desweiteren die begründete Vermutung äußern, dass das Verschwinden der projektiven Pha-
sen als Bedingung an die - geometrisch sehr anschaulichen - Fundamentalgruppen π0pGq und
π1pGq der darzustellenden Liegruppe G formuliert werden kann.

Im zweiten Teil habe ich dargelegt, auf welche Weise die projektive Geometrie bei der geometri-
schen Beschreibung eines Systems von zwei identischen Teilchen auftaucht. Ich habe eine einfa-
che, geometrische Herleitung der Fermi-Bose-Alternative, sowie die daraus resultierenden Hil-
berträume H� und H� angegeben. Desweiteren wurde gezeigt, wie sich die Drehungen in dem
Konfigurationsraum von zwei identischen Teilchen, der projektiven Ebene RP 2, beschreiben las-
sen. Im letzten Kapitel habe ich eine Möglichkeit für die Konstruktion einer Hochhebung der
SUp2q-Wirkung in die Vektorbündel über RP 2 beschrieben. Wir haben gesehen, dass daraus di-
rekt eine unitäre Darstellung der Drehungen auf dem entsprechenden Hilbertraum erwächst. Ich
habe diese Operatoren für zwei einfache Lifts der SUp2q-Wirkung explizit angegeben. Daraus
konnte man erkennen, dass es für einen allgemeinen, nicht-einfachen Lift notwendig ist, die SUp2q
auf den Fasern wirken zu lassen. Damit sind die Grundlagen für eine geometrische Formulierung
der Kuckert-Gleichung gelegt.

Der nächste Schritt zu einem geometrischen Verständnis der Kuckert-Gleichung wäre die Kon-
struktion von solchen nicht-einfachen Lifts der SUp2q-Wirkung, das heißt Lifts nach V� bzw. V�,
die eine nichttriviale Wirkung auf den Fasern haben. Daraus erhält man direkt eine unitäre Wir-
kung der SUp2q auf den Hilberträumen H� und H�. Betrachten wir speziell die Einparameter-
Untergruppe

d3 : ϕ ÞÑ dϕ3 � exp
�
i

2
ϕσ3
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der SUp2q, so erhalten wir als infinitesimalen Erzeuger der entsprechenden Wirkung auf dem
Hilbertraum gerade die z-Komponente des Gesamtdrehimpulsoperators, für den wir dann die
Kuckert-Aussage überprüfen wollen. Wir können dabei im Allgemeinen nicht erwarten, dass
sich der Gesamtdrehimpuls des Zweiteilchensystems als Summe der Gesamtdrehimpulse der
entsprechenden Einteilchensysteme darstellen lässt. Es wird also unter Umständen nicht ohne
weiteres möglich sein, eine Aussage über den Drehimpuls (oder Spin) des einzelnen Teilchens
aus der Kenntnis des Drehimpulses des Zweiteilchensystems abzuleiten, und man könnte in der
Kuckert-Gleichung einen Weg vermuten, der diesen Rückschluss möglich macht.



Notation

Lateinisches Alphabet.

a, b, . . . meist Elemente eines Vektorraums, Schnitte,
speziell in Teil I: Repräsentanten physikalischer Zustände, bzw. Elemente eines C-
Hilbertraums

a, b, . . . Elemente eines projektiven Raums, auch als Strahlen bezeichnet
a, b, . . . Elemente aus S8{Up1q � PH, die sich nur dadurch von den Strahlen unterscheiden,

dass für sie nur normierte Repräsentanten zugelassen sind. Sie werden als Einheits-
kreise bezeichnet.

a, b, . . . Elemente aus H{Up1q, dem Orbitraum der Up1q auf H. Sie werden als Kreise oder
Bargmann-Strahlen bezeichnet.|a| Radius des Kreises a}a} Norm des Vektors a

aK orthogonales Komplement zu dem von a aufgespannten, eindimensionalen Unter-
raum.ras Äquivalenzklasse, Orbit

AutpXq Automorphismengruppe des Raumes X
AutQ pV q Menge der Eichtransformationen in dem Bündel V πÑ Q, d.h. Automorphismen eines

Bündels V über Q, die jede Faser auf sich selbst abbilden.
GLpn,Kq Generelle lineare Gruppe in n Dimensionen über dem Körper K.
H Hilbertraum
Hn pG,Mq n-te Kohomologiegruppe der Gruppe G mit Koeffizienten in dem G-Modul M .
K Körper - entweder der Körper der reelen, R, oder der komplexen Zahlen, C
K� Einheitengruppe zu K, im Falle eines Körpers sind das alle Elemente ohne die Null.
K Kollineation zwischen projektiven Räumen
Lp pQq Quotientenraum aus dem Raum der p-integrierbaren Funktionen Lp pQq und dem

Kern N der p-Norm auf dem Funktionenraum über Q.
Lp pΓ pV q , µq Quotentenraum aus dem Raum der bezüglich des Maßes µ auf dem Basisraum p-

integrierbaren Schnitte des Bündels V und der Menge der Schnitte mit verschwinden-
der p-Norm.

PH projektiver Hilbertraum
Pn pKq Projektiver Raum der Dimension n zu dem Vektorraum Kn�1

PV projektiver Raum zum Vektorraum V

RPn reeler projektiver Raum der Dimendion n, RP 2 � Pn pRq
Sn Einheitssphäre der reellen Dimension n
Sn symmetrische Gruppe der Permutationen von n Elementen
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SGpXq Strukturgruppe der MengeX , Menge aller Transformationen, die eine gegebene Struk-
tur auf X invariant lassen.

SOpnq spezielle orthogonale Gruppe in n Dimensionen
SUpnq spezielle unitäre Gruppe in n (komplexen) Dimensionen
supnq Liealgebra zu SUpnq.
T Darstellung einer Symmetrietransformation auf PH
T Darstellung einer Symmetrietransformation auf S8{U p1q � PH
T Verallgemeinerte Symmetrietransformation zwischen Kreisen
Upnq unitäre Gruppe in n Dimensionen
V, W meist Vektorraum, Teil 2: Vektorbündel
Vect1C

�
RP 2

�
Gruppe der Äquivalenzklassen isomorpher C-Geradenbündel über RP 2rx0 : � � � : xns homogene Koordinaten in Pn pKq

Z2 multiplikative Gruppe mit zwei Elementen Z2 � t�1,�1u
Z mod2 additive Gruppe mit zwei Elementen Z mod2 � Z{2Z � t0, 1u;

bildet einen Körper; ist als Gruppe aber isomorph zu Z2.

Griechisches Alphabet.

α, β, γ, . . . meist Elemente eines Körpers, Funktionen
α (komplex) konjugiertes Element zu α|α| Betrag der Zahl α P K
Γ pV q Menge der Schnitte über einem Bündel V .pκ3q� Differential der Abbildung κ3.
ψ Ortswellenfunktionenrφ, θs Äquivalenzklasse der Antipoden auf der Sphäre, ausgedrückt durch Azimut- und Po-

larwinkel.

Relationen und Konjunktionen.

x�|�y Skalarprodukt auf H
A � B A ist homöomorph zu B
A � B A ist isomorph zu B
A r�B verdrehtes Produkt von A und B; Gesamtraum eines nichttrivialen assoziierten Vek-

torbündels
ad b Produkt zwischen Strahlen, auch als Wahrscheinlichkeitsabbildung bezeichnet
a_ b Gerade, die durch die Punkte a und b festgelegt ist
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